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In het Tijdschrift »DE VRIEND DER WISKUNDE” stellen wij 
ons voor vraagstuk ken op te lossen en bijdragen te plaatsen. 

Er zullen vraagstukken gekozen worden uit de schriftelijke op- 
gaven der eindexamens der Hoogere Burgerscholen en Gvmnasia, 
der toelatingsexamens voor de Kon. Mil. Akademie te Breda, voor 
Willemsoord , voor de Rijksveeartsenijschool, van het Literarisch 
Mathematisch en andere examens, zonder daarom de verplichting 
op ons te nemen al de vraagstukken dier examens op te lossen of 
ons bij die vraagstukken te bepalen. 

De bijdragen zullen van theoretischen aard zijn, alsmede onder- 


werpen uit de geschiedenis der wiskunde bevatten. 


50.5 | 
VR REGISTER 
N, ár OP DE OPGELOSTE VRAAGSTUKKEN. 


(Bij de Leerboeken verwijst het nummer tusschen (_) naar 
het vraagstuk in dit Tijdschrift. 


stenen nnen 


_Bardey, Aufg. Sammlung. Hfdst. 28, ne 37 (ENRKVIN 
Benthem & Nijenhuis, 3° verz., t° st. 89 (XCVI), 123 (C). 
EM 2e st, 17 (445). 

P. J. Bos, Lrb. d. Alg. I, bl. 159, 14 (391); bl. 164, 80 (392); 
bl. 165, 93 (393); bl. 165, 95 (394); 96 (395). 
Idem _ Lrb. d. Alg. III, $232 n°. 83 (347), $ 238 n°. 99 (348). 
gem. opg. 25 (403), bl. 401 n°. 127 (428) 

J. Th. Cattie, Wiskundige Opgaven naar Martus, n°. 2 (413). 
C. A: Cikot. Stereom. Vrgst. 114 (364), 275 (365). 

J. van Disselkoen, Verz. Rek. Voorst., 3° st. (2° dr.) 816 (CI). 
Heis, Sammlung $ 69, n0. 153 (445). 

Heis, (Van Lankeren Matthes & Tesch), Alg. Vrgst. 8 66, 49 (LXXXV). 
$ 63, 38 (XC); $ 60, 148 (445). 
C. Knapper, Kz., Lrb. d. Meetk. 1, 181 (345), 107 (LXXXIV), 
665 (427), 396 (bl. 215); 150 (De Vriend l, 
no. 59); 214 (De Vriend II, n°. 142), 603 (453). 
Koenen & Brogtrop, Aansch. Mtk. IL, Hfdst. Then 5CXCHDE 
Petersen, Meth. en Theor. Opl. Mtk. Vrgst. 142 (LXXVI); 296, 
(LXXVID, 52 (De Vriend IL, n°. XIII), 53 (XCIX). 
W. v. Roekel, Vrgst. Vormleer, 147 (456). 
Rouché & De Comberousse, Traité de Géom. ge éd. $ VI, 331, 
5e éd. Livre III, $ VII, 321 (427). 
G. Smits, Alg. Vrgst., 3° st., $ 45, n°. 54 (452). 
M. & D. Valk, Wis- en Natk. Opg. 375 (455). 
J. Versluys, Rek. Vrgst. Gev. $ 1, 18 (356): 815, 2(357); $5, 
34 (358); $ 9, 33 (363); $ 15, 24 (374); S 30, 
6 (bl. 70 n°. 3); $30, 1 (bl. 74 n°. 4); $9, 34 (396); 
$ 30, 2 (bl. 139 n°. 9); $ 30, 3 (bl. 139,09. 10), 
$ 1, 5 (419); S1, 9 (420); 8 30, n°. 4 en 5 
(bl. 236, n°. 14 en 15). 
Idem Deelbh. en Rep Br. n°. 89 (430). 
Idem Gem. Alg. Vrgst. bl. 46, nê, 2 (bl. 69 n° 1); bl. 45, 
nde (lezend 2) 
Idem Lrb Vl. Mtk. 48 (bl. 213), Gem. Vrgst. 259 (359). 
Idem Nieuw Lrb. Vl. Mtk. '42 (400). 
Idem Handb. Mtk. IV, Gem. Vrgst. 65 (LXXXIII). 
Idem Meth. Opl. Mtk. Vrgst. 137 (XCIVe); S25, 15 (HD); 
154 (bl. 182, 1), $ 63, bl. 49, n°. 17 (XCIX). 
Idem Mtk. Vrgst. 1, bl. 33, n°. 23 (345). 
ete hl 03 ARAS as 
Idem Stereometrie 250 (LXXXI), 270 (386); 254 (409). 
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J. Versluys, Vormleer Gevorderden, $ 50, 14(456); $ 55, 3 (457) 

W. H. Wisselink, Vr. en Oef. Theor. Rek. 1° st. S 19, 63 (430) 
ge st. $ 26, 29 (353); $ 26, 10 (LXXVIII) 
8 26, 101 (LXXIX). 


Idem ge verz. Vrgst. pract. rek. $ 8, 9 (360). 
Idem 4e verz. Rek. Vrgst. $ 4,1 (418); $ 14, 1 (XCVI 

| en bl. 198; $ 12, 2 (XCVIII). 
Idem Vrgst. Oef. Alg. 3° st. III, $ 4, 19 (389). 
ldem Vrgst. Vormleer en Wisk. Aardrk. $ 4, 7 (370) 
Idem Natk. Vrgst. I, n°. 261 (bl. 70 n°. 3); 234 


(bl. 119 n@. 5); 258 (bl. 439 n°. 8). 
Natk. Vrgst. 1, n®. 280 (bl. 70 n°. 2); 6 
(blind Zn ls 46) zeuke (bl. 138 n°. 7); 36 (bl. 23 
n°. 141); 265 (bl. 235, 12); 270 (bl. 235, 13). 
Toelsex. Willemsoord (Adelborst), bl. 97 en 98; 405, 406, 450. 
Toelsex. Kon. Mil. Acad., bl. 69 n?.1 ; bl. 70 n°. 2; bl. 95 en 96; 404 
Ex. Adsp. Adm. Marine, 407. 
Verg. Toel.ex. Artillerie-cursus Delft, 350, 351, 372, 373, 408. 
Eindex. Gymn. Arnhem, 343, 349, 409. 
Dine s® Leiden, 352, 410. 
) D Doetinchem, 369, 411. 
Toelex. H. B. S., 445, 448. 
index, IBS 3760307, 1918, ALI, 380, 403, 440, 446. 
Lit. Math. ex., 375, 416, 458, 459, ÂBOj ble:236 nente 
Toel.ex. Rijksveeartsenijschool 451. 
Ex. Hoofdacte, 344, 353, 355, 397, 360, LXXXVIIL, LXXXIX; 
bl. 78-86; 397, 398, 399, 400, 417, 436, 437 
438. 454. 
Verg. ex. Hoofd eener School, 353, 363, 370, 371, 374, bl. 7C 
n°. 3; bl. 74 n°. 4; 387; bl. 18 
n°. 8, 9 en 10; 412, 420, 430 
434, 439, XCV, 456, 457, bl. 23 
n°, 413, bl. 236 nv. 14 en 15. 


Klasse ex. Onds. 414. 


K. I., 432. 
Acte ex. Wisk. 346, 390, 413, 432, 445, 455. 





































OPLOSSINGEN 
der opgaven 341—360. 


Uit punten G, D, enz. van de zijde BC eens driehoeks ABC 
laat men loodlijnen GH, DE, enz. neer op de zijde AB; 
eveneens trekt men uit die punten lijnen GI, DF enz. even- 
wijdig aan de basis, en gelijk aan eerstgenoemde loodlijnen ; 
zoek de meetkundige plaats der punten I, F, enz. C. v.d. Bosch. 
OPLOSSING. 

Trekken we de lijnen HI, EF, enz., 
waardoor de AA GHI, DEF, enz. ont- 
staan; deze zijn gelijkvormig, waaruit 
volgt: EF : HI=ED : HG. 

Uit de evenwijdigheid van ED en GH 
volgt: ED:HG=BE: BH, dus 

EF : HI= BE: BH, waaruit blijkt, 
dat de punten I, F, enz., met B in 


4 Bant het is ook gemakkelijk te deltae dat , omgekeerd ieden het: 
vS ie BA’ aan het verlangde voldoet. C. v. d. Bosch. 


vlak gelijk is aan dat van een gegeven vier rente C. v.d. Bosch. 
OPL OSS EN.G: 

Zij ABC de geg. driehoek, en p de 
zijde van het vierkant; veronderstellen 
we dat EFGH aan de vraag voldoet. 
Stellen we EF =&, en noemen we BD 
h, dan volgt uit de gelijkvormigheid der 
AA BEF en BAC 


hx 


Kh 0 waaruit BK = en dus 





B En. 
FG=h— Ee =h De Opp. EFGH = 5 (b— xt) =p? 
hba — he? =bp?, w*— bx + 


1 1 bp? 4 ET Ap? 
NA pa bp" eh gTa EE 
2 Ahl hk ah 2 9 ( nd) 


’ „De Vriend der Wiskunde, IV, 1 
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Er voldoen twee waarden voor z , zoolang hb > 4p?, of p? { Ee hb 


m. a. w. zoolang het vierkant kleiner dan Ee AABC is. 


Er voldoet ééne waarde, indien p? = 2 bh —= 5 AABC is (be- 


hoort bij den maximum-rechthoek in ABC). 


Het vraagstuk is onmogelijk als het vierkant Ee AABC is. 


(Zie: De Vriend der Wiskunde III, bl. 78 en 79, n? L). CG. v.d. Bosch. 
343. In AABC de lijn DE // AB te trekken, zoodat AD + BE =— AB is. 
(Eindex. Gymn. Arnhem, 1888). 


OPI O SMSEN 
Analyse. Nemen wij aan dat 


de gevraagde lijn DE getrokken is, 
en dus // AB loopt, terwijl AD + BE 
== AB is. Door op AB een stuk AH 
== AD te nemen, verkrijgt men een 
punt H, dat AB in twee deelen ver. 
deelt, respectievelijk gelijk aan AD 
en BE. Men heeft nu: 
AD :BE = AC: BG 





AD z=AH 
BE = BH 
dus | AH : BH —= AC :BC 


waaruit volgt dat H is het snijpunt van de bissectrix van ZC met AB. 
Dit leidt tot de volgende: 

Constructie. Deel /C middendoor door de lijn CH, die AB in 
H ontmoet. Neem op AC een stuk AD —=AH en op BC een stuk 
BE=BH en trek DE, dan zal deze lijn aan de vraag voldoen. 
Het bewijs zij verder den lezer overgelaten. W.F. K. 

Opmerking. Het punt H kan ook gevonden worden door AB 
van het hoekpunt A af in 2 deelen te verdeelen, die tot elkaar 


staan als AC : BO. J. N. Visschers, 
II. 
Meth. der gelijkv. fig. ‘Trek def}AB. Construeer Adeh zoo- 


danig, dat Zdeh= A (ZA HZC) en Zedh= — (ZB +0). 


Trek uit C door h de lijn CH, en uit H de lijn HD // hd en HE | he. 
Verbind ten slotte D en E‚ dan is DE de gevraagde lijn. J.N. Visschers. 
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IT. 

Analyse, Veronderstellen wij, dat DE de gevraagde lijn is, 
dan kunnen wij opschrijven: AD : DC = BE : EC of: AB : (DC + EC) 
—=AD:DC of AB:(AC + BC — AB) = AD: DCO. Deze evenredig- 
heid leert ons ’t punt D bepalen. J. N. Visschers. 

A 

Algebr. opl. Veronderstellen wij, dat DE de gevraagde lijn is, 

dan kunnen wij opschrijven: AD : BE = AC: BO, of AB: (AC + BO) 
AB X AC 


—AD:AC of AD == —___—. Deze vergelijking leert ons AD 
AC + BO in ACE 


kennen. J. N. Visschers. 
V. 

Algebr. opl. Men kan ook DE uitdrukken in bekende lijnen. 
Aldus: AB:DE=AC:DC of DE—=ABXDC: AC. Maar DC = AC 
kp AC(AC + BC — AB) Vbobaët DE-H AB(AC + BC—AB) 
AC + BO AC+BC 
Is DE bekend, dan kan men de constructie onmiddellijk uitvoeren. 

J. N. Visschers. 
VL 

Analyse. Is DE de gevraagde lijn, trek dan DG //BC. AADG 
is wv met AACB, terwijl de som der opstaande zijden AD + GD 
—= AB, bekend is. Die A is dus te construeeren, en dan is ook 
D bekend. J. N. Visschers. 

VII. 

Verbinding van versch. meth. Zij de constructie verricht en 
DE de gevraagde lijn. ’t Snijpunt S van de bissectrices der // 
A en B is ’t middelpunt van den omgeschr. cirk. van ADEH. 
* Midden P van DE moet dus liggen in de loodlijn KS, die uit S 
op AB is neergelaten. Ook moet P liggen in de lijn CF, die C 
verbindt met ’t midden F van AB, en de meetk. pl. is der middens 
van alle lijnen, die in AABC evenwijdig zijn aan AB. ’tPunt P 
kan dus bepaald worden. 

Opmerking. De constructie is altijd mogelijk, omdat éene zijde van 
een À kleiner is dan de som der andere 2 zijden. J.N. Visschers. 


344. Iemand heeft 2 partijen graan gekocht van f 5,90 en van 
f 6,20 den H.L. samen voor f 1368. Als hij beide partijen ver- 
koopt voor f7 den H.L. dan wint hij op de 2° partij .f 9 meer dan op 
de 41°, Hoe groot is elke partij? (Ex. Hoodacte, 1886). W. AS. 
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OP AE 0 BRS LEN NG 


De koopman wint op de 2e partij f 9 meer dan op de eerste. 
Hij wint op de 2° partij per H.L. f 0,80, dus zou hij op beide 


partijen evenveel hebben gewonnen, als de laatste 1 H.L. klei- 


ner ware geweest en dus de inkoop f 1368 MZ x f 6,20 
e= / 1298/25, 

Daar dan de winsten op beide partijen gelijk zijn, is hare grootte 
omgekeerd evenredig met de winsten per H.L., zoodat zij zich 
verhouden als f 0,80: f1,10, of als 8:14, 

Waren nu de partijen 8 en 14 H.L., dan was de inkoop 8 Xf 5,90 
HA Xf 6,20 = f 115,40. 


Deze is f 1368, of Eee X f 145,40, ‘dus is de eerste partij 


ni STH SLbF 00 HL Wen devtweede je A1 AET iel 


nog Ln H.L. of 12 X Ae EL 485 8 


H, de Groot en de overige inzenders. 


345. Uit een punt der basis van een gelijkbeenigen A trekt men 
lijnen ‘evenwijdig aan de zijden; bewijs dat de omtrek van 
het parallelogram, daardoor ontstaan, constant is. 

(J. Versluys, Mtk, Vrgst. I, bl. 33, ne. 23.) 
(C. Knapper, Kz, Lrb. d. Mtk. I, n°. 181). 


OL RON LEN B 
Als OM en ON twee lijnen evenwijdig aan de gelijke 
zijden CB en AB zijn, moet men bewijzen, dat de om- 
trek van het parallelogram OMBN constant is. 
Het is voldoende dit te bewijzen voor den halven 
omtrek OM — ON. 
Eerste manier, BC: OM = AC: AO 
OM=BGEAOE AG 
AB: ON=AC:CO, ON=AB.CO: AC. . (2) 
Omdat AB == AC volgt uit (1) en (2), dat 


_ BC. AO+AB.CO 
OM + ON = RENS IGE TAS BO. J, N. Visschers. 
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Tweede manier, Hiertoe verlengen we OM met OL = ON, 
en trekken CL, dan is /COL= /AOM, ZAOM = ZCON (res- 
pectievelijk —= ZA en = /C), en ACOL 2 ACON, dus /OCL 
= /ZOCN= ZA, CL//AB en MLCB een parallelogram , derhalve 
OM + ON = OL = BC = constante lengte. 

Derde manier. Om de som van OM +ON te verkrijgen kan 
men ieder dezer lijnen door eene gelijke rechte lijn vervangen. Bijve 
OM = BN als overstaande zijden van een parallelogram. 

AONC is gelijkbeenig, want ZCON = /A=/C, bijgevolg 
ON =CN, dus OM +ON = BC == constante lengte. | 


346. Onderzoek of de veelterm 22 — Moy — 11? — a H3ly —3 
| het product is van twee veeltermen van den eersten graad, 
Zoo ja, bepaal dan de factoren. (Acte ex. Wiskunde 1885). V.P. 
Orres NG 

We kunnen de gegeven uitdrukking aldus schrijven: 

2 (Ay) —(11y? —34y +3). 
| Tot het bepalen van de factoren stellen we deze uitdrukking gelijk 
nul en beschouwen haar als eene vierkantsvergelijking in @. Derhalve 

2x? — (Uyt 1). ae —(11y? — hy +3) =0 
he Ee 1. V EE Ayrr4yi | 8842272 +-24 | 
16 
r= B 
_ Uyti |, 23y—5 


nd 


7 ner 4 


| | 4 4 
Ertl en Bis 
1 Y 2 5 y 0 
voor #=ily—1, is #—1ly 1 een factor van de gegeven 
uitdrukking. | 


Deelen we dezen factor op den gegeven veelterm, dan zal ’t yuotient 
de tweede factor leeren kennen ; dit doend vinden we daarvoor 2x+y—3. 

De gegeven veelterm kan dus ontbonden worden in 2 veeltermen 
van den 4sten graad en wel, 


ZOER fran LP: 
Opm. Inplaats van-te deelen door den eenen factor heeft men 
Geg. velt. = An) (or) = AAH) (+ Le je he ) 


=(e—1lyt-1) (2e +-y—3). H.de Groot, M. Simons. 
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TWEEDE OPLOSSING. 
Mr — Ury Aly arty 3 == 
Dat (Ay +1) —(AAYT — By +3) = 
5 |) — ly + 1) (@z) — (22y* —68y +6)|. 


Onderzoeken wij nu of de drieterm binnen de accolades is te 
ontbinden in twee factoren van den eersten graad , door hem te 
vergelijken met het eerste lid der formule 

o2t(a tb) dr ab = (4 + a) (ee Hb). 

De eerste term is een volkomen vierkant, de tweede is deelbaar 
door den wortel van dit vierkant 2x. Er blijft dus slechts over 
om te onderzoeken of de derde term — (22° — 684 + 6) is te 
ontbinden in 2 factoren, wier som gelijk is aan den coëfficiënt 
— (21y +1) van dien wortel. Door weder van dezelfde methode 
gebruik te maken, vindt men: 

—(22y* —68y +6) =— (y—3)(2Wy—2)= (Y—3)(—22y +2) 

== — (2 — 6) (Ay) =(y —6)(—11y HA) 
en daar de som van y—3 en — 22y + 2 gelijk is aan —(2y +1) 
blijkt dat het 1° stel factoren aan het vereischte voldoet. Men heeft dus : 


or |ea)t— (ely +1) 2) — (2 — 68 +0} = 
pietw jet AIT 


gr Oe ty 3) 2 — Ay +3) = 


(2x dy —3) (w —11y +1). W.F.K. 

DERDE OPLOSSING. 

22 ry Aly d Zy 3 = 
(2x? — Wy + 2e) + (wy — 1AY? HY) + (— 3x + 33y — 3) = 
Zele — Aly 1) Fr yle— 1Ay H1)_—3(r — My ti) == 


(2e Hy —3) (er —11y +1). M. Simons. 
3 5e 2 So —d 
347. Op te lossen (5) an BC) ==) 
(P. J. Bos, Lrb, d. Alg. III, $ 232, n°. 83.) W. 


OsB da Oo Su NOG: 

Men kan voor de verg. schrijven 
3 Sz 3 1—5z 4,5 
Hamel dB —=® of B(1,5)°* H- É 


el) 





«, 


\ 
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Stelt men dus (1,5)°* = y, zoo heeft men 


Bte, u 
y 
Ay? —Iy +4,5 =0 
9 9 
Vat el) 
AURA eeeh OA 
9 81 72 9 3 Î k 
mt hee EE ne et en ede oi em Te EET 
WRS 4 64 zin 8e 75 
(1,55 =1,5 of (4,5) =0,75 
5e =1 or leefde 087506 st 
AK log 1,5 0,17609 : 
0,17609 
== —0,1419. W. 


848. Men schrijft onder elkander 2 rekenkundige reeksen met 
evenveel termen. Bewijs, dat het product van den p®! term 
der 41° en den (p +1) term der 2° reeks verminderd met 
het product van den (p+1)® term der 1e en den pe" term 
der 2e reeks constant is. 

(P. J. Bos, Lrb. d: Alg. III, $-238, n°. 99). W. 
OEE ELN Me DANI Cs 
Zijn de 1° term en het verschil van de 1® reeks a en wv en die 
van de 2° reeks a/ en v/, zoo is: 
de pe term van de 41° reeks = a +(p —1)v 
Bet Ln Dn B =d PU 
de p° BAND RE oe al (pi Aj 
de (pt 1) rnedt pes! pret al A pol 
Dus moet men bewijzen dat 
ja + (p—1) »| (a! + pv!) — (a + pv) | Hpte!| constant is. 
Door herleiding gaat deze vorm over in 
| (a+ po) —»| (al pv!) — (a + pv) | apo)! | of av — o/v. 
Daar de laatste vorm onafhankelijk is van p, zoo is het ge- 
vraagde bewijs geleverd. W. 


349. Op een holle cylindervormige buis rust een bol; de hoogte 
van het ingezonken segment is gelijk aan den halven straal 
der cirkelvormige opening. Deze straal is gelijk 7. Men vraagt 
den inhoud te bepalen van het ingezonken, alsmede van het 
boven de buis uitstekendedeel. (Eindex. Gymn. Arnhem, 1888). 
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OPLOSSING. 

De inhoud van een bolsegment is gelijk aan de helft van 
een cylinder, die tot grondvlak heeft het grondvlak van het 
segment en tot hoogte de pijl van het segment, plus een bol 
wiens middellijn gelijk is aan de pijl van het segment. 


Voor het ingezonken segment vindt men: 


hen ehh EAS waarin h= r, b=r, dus 
2 6 2 


terde ader elen 


Om het boven de buis uitstekende segment te berekenen, bere- 
kenen we eerst den straal R van den bol. Men heeft dan 














Od dus hee r 
2 2 4 
I bol = ukRs Een BE 3 
3 48 
I bovenseoment — 828 ns en ni de ni pk m3, 
48 48 48 3 


Alle inzenders. 
In De Vriend der Wiskunde 1 (1886) bl. 175, ne. 63 vonden we 








I bolsegment ir (BR — h), waarin h= oe VR En r 
2 
dus IT » =d nld) (Ee tn r)= En TRS, 
3 2 4 2 48 


350. Los x,y en z op uit: zy +3r 4 4y = 87; 
yet 4yd-3z=134 en az Ar + Az =104. 
(Verg. Toelex. Artillerie-cursus, Delft, 1885). 
OPL OS S:TANAB: 
EY A rt dy —=87, .… (1) ger AU Asc AB INN 
TZ be t4z—=101 (3) 
101 — 4z 


zt 4 


Uit verg. (3) volgt, dat x — . Deze waarde in verg. 


(1) gesubstitueert geeft: 


117y = 99245 of 134 =11z + 5, waaruit ve 


Brengt men deze waarde over in de tweede vergelijking, dan 
komt er 112248821683 —0 of 22 +82 — 153 —= 0 waaruit 
z—9 of — 17. Voor de andere onbekenden vindt men y=8of —14 
en #—5 of —13. Er zijn dus twee stellen waarden ‚ namelijk 
L—=5, Y=8,2=d en v—=—13, y= — 14, z =—17. M. Simons. 
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TIW EE DrE  OsP-L, Och BNG. 
cy 3e + 4y=87 vermeerderd met 12 geeft: 


Bie Jay (td) (yr 3) = DASD AA (41) 
yzd- Ay 32 == 131 met 12 vermeerderd geeft 

vz d Ay 4-32 +42 =(y +3) (z 4) 148 11 X13 (2) 
vzh 4d 4z=117 met 16 vermeerderd geeft 

zat Ae Az 16 =(e 4) (244) =117 =IX13 4. (9) 


Het gedurig product der vergelijkingen (1), (2), (3) geeft 
(et 0 (y + 32 (z A42 == 92,42. 132 


ie ar Ie ee Di DEEP (4) 
(4) door (1) gedeeld, geeft z+-4=—= +13, dus z=9 of —17 

(4) » (2) » Der ee OD en ND 

(amen (3) > petan a trl br Sart 
351. Iemand verkoopt van eene partij aardappelen en à / 2,50, Ee 


à f2,80 en de rest à f 2,20 den H.L. Hij wint daardoor 
f151,80, en wel f 20 op de beide eerste verkoopen samen, 
tegen f3 op den 3den verkoop. Hoe groot was de geheele 
partij, en wat had zij gekost? 
(Verg. Toel.ex. Artillerie-cursus, Delft, 1885.) (Rek.) 

OCP: El OnSs Sr ENG: 

De koopman.wint op de beide eerste verkoopen f 20 tegen. f3 
op den laatsten, terwijl de geheele winst f 151,80, of 6,6 X f23 
bedraagt, dus wint hij op de eerste beide verkoopen 6,6 X f 20 
= f 132 en op den laatsten 6,6 X f3 = f19,8. 


De beide eerste verkoopen zijn samen En der partij, dus wint 
hij (gemiddeld) op Ee f 66, terwijl hij bij den laatsten verkoop 
op ee der partij f 19,80, dus op A f 6,60 wint. 


De winst per H.L. bij den eersten verkoop is dus 10 keer die 
bij den laatsten. 


Bij de eerste verkoopen, — 5 á f 2,50 en En à f 2,80 —, 
ontvangt hij gemiddeld f 2,65 per HI bij den laatsten f 2,20. 


Het verschil, 45 ct., is dus 9 X de winst op 1 H.L. van de 
laatste partij, zoodat de inkoop per. H.L. is geweest f 2,15. 
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Was de geheele partij nu 5 H.L., dan won hij 2 X50 ct. en 
SX5cet. = 115 et. De geheele winst is f 151,80, of 182 X145ct., 
dus is de partij ook 132 X 5 H.L. = 660 H.L. en de inkoop 660 
XD — f 1419; H. de Groot, Luctor. 


352. Om en in een cirkel zijn twee gelijkzijdige driehoeken be- 
schreven. Welke betrekking bestaat er tusschen hunne zijden ? 
(Eindex. Gymn. Leiden, 1884). 

OPLOSSING. 

Noemen we den straal van den cirkel R‚ de zijden der om- en 

ingeschreven gelijkzijdige AA A en a, dan is 
A=2RV3 en a=RV3, derhalve A:a=2:4. 

V. d. Wal & Verborgh; J. Posthumus; S. J. v.d. Vliet; R. Koen ; 

W. A. W. Moll; B. Rosier; D. A. Vermeulen; J. v. d. Sandt; 

£. V. S.; J. Kooij, W. Stoorvogel, H. A. Groenestein; J. ter Heide; 

W. — v.d. T.; X + Y; K. Gouma. 

TWEEDE OPLOSSING. 

Als men de raakpunten van den omgeschreven gelijkzijdigen A 
vereenigt, ontstaan er 4 @ gelijkzijdige AA, waarvan men den 
binnensten als den ingeschreven gelijkzijdigen A kan beschouwen. 
De zijden dezer 4 @ gelijkzijdige AA zijn dus de helft van die 
van den omgeschreven gelijkzijdigen A. 

V. d. Wal & Verborgh; D. A. Vermeulen; C. C. B. Ahorn; 
H. de Groot; J. van de Sandt; A. D.; J. Kooij ; M. Simons; P. Persijn ; 
W. A. W. Moll; B.J. v. Wagensfeld; J. v. Hoek Gz.; B. H. Stomps; 
N. Posthumus; J. Pull; P. B. Sibbles. 

DERDE OPLOO SMRIN G. 

Zij Aabe de ingeschreven gelijkzijdige A. Trek Md Lab en 
verleng haar tot zij den omtrek in D snijdt. Trek in D eene raak- 
lijn aan den cirkel, die de verlengde lijnen Ma en Mb in A en B 
snijdt, dan is AB een zijde van den omgeschreven gelijkzijdigen AA BC. 


Nu is ZMAD == /Mad = 300, dus Md = 5 Ma = En MD 


derh. AB:ab=AD:ad=MD: Md=2:4. 

J. H. de Groot; J.J. C. Ament; H. W. Schmelling; H. de Groot; 
C. Kruyt. 
353. Welke vier op elkaar volgende getallen zijn respectievelijk 


deelbaar dóor 7, 9, 14 en 13? 
(Verg. ex. Tholen, 1888.) 
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0 PP TO SS NG 


Neemt men aan, dat het zevenvoud het kleinste van de gevraagde 
getallen is. Men moet nu een elfvoud zoeken, dat 2 bij deeling 
door 7, en dat 1 bij deeling door 9 overlaat. 

AXAA:7rest4, 1 X11 : 9 rest 2 

Beene te AT Dd 4 

RARs 5, 3x11:0 pb 6 

ANA T py Ad: 8 

OT OR 
De volgende 14-vouden geven een rest 2 bij deeling door 7 
ROOTS AA, ASN HAS Ertl TD) KAL oan (G 
De volgende 11-vouden geven een rest 1 bij deeling door 9 
BAAAs AAXAA, 23XAA,. 0.0 (BH Ig) XAA «0 (b) 

Men moet nu in de beide reeksen van 11-vouden twee gelijke 
hoeken, dus 44 7p=5 + 9q 
of Ip =d. 

Men moet dus een,„9-voud hebben, dat bij deeling door 7 een 
rest 6 geeft, omdat het 9-voud + 1 een 7-voud is. 

1 X9:7 rest 2 

20:17» 4. 

3X9:7 » 6 

Derhalve voldoet de volgende reeks 9-vouden 

3X9, 1OX9, A7X9I, Z4XI,,.... 

Voor q=3, 10, 17,...., of 9q=27, 90, 19 dar 

is p=.4, 138, QW, od Ip=28, A, LON eek 

De reeksen («) en (b) hebben dus met elkaar gemeen 

32XA11, 95XAA, 158X11,.... of 352, 1045, 1738, …… 

In de reeks 352, 1045, 1738, 2431, 3124, 3817, 4510, 
5203, 5896, 6589,.... moet nu een getal gezocht worden, dat 
bij deeling door 13 tot rest geeft 12. 

352 gedeeld door 18 rest 1 
1045 =352 + 693 …» set 4 
1738=352+2X693 » pÂ 8 spenen 
2431 = 352 + 3 X693 » » A3 0 
3124 =3524X693 » OLS MD 


3817 —= 352 + 5 X693 D RS NL 
4510 —= 352 + 6 X693 > heden 
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De volgende getallen zullen nu aan de vraag voldoen, 
352 +6 X693, 352 +19 X693,.... 352 H(6 + 19m) X 693. 
De kieinste 4 opeenvolgende getallen zijn dus 
4508, 4509, 4510, 4511. 
Voegt men hier nu een gemeen veelvoud van 7,9, 11 en 13 
bij, dan verkrijgt men een ander viertal. 


TWEEDE DO PON IS HEN A3, 
Zij het kleinste der getallen p,‚ dan hebben we: 


D= TEAM DEE OEEE AET TENEN (4) 
pads OGAE SON ek 8 ON En IA) 
Drie NE bef 
DS Ed BUR ON LAER EEEN es (4) 


waarin ©, y, z en w geheele getallen moeten zijn. 

Zoeken we eerst de (geheele) waarden van x en y, die aan (1) 
en (2) voldoen en stellen we daartoe 7x —= 9y —1. 

We vinden dan, dat x en y geheel zijn, als 


D= Om dh, gets ae eed ee (5) 

Op gelijke wijze vinden we, dat de waarden geheel zijn in (1) 
en (3), als vim fn — DAE abn STEN N (6) 
in (1) en (4), als tv =i3or AREN dU EN (7) 


Zoeken we thans de (geheele) waarden van 1m en n, die voldoen 
aan (5) en (6), dus tevens na substitutie aan (1), (2) en (3). 
We stellen daartoe: 9m — 4 —= {An — 5 en vinden: de waarden 
zijn geheel in (1), (2) en (3), 
als nie 117 Bet a Oo (8) 
en op gelijke wijze 
in (5) en (7), of (1), (2) en (4), als m—=13r—6. ..... (9) 
Uit verg. (8) en (9) volgt: 11gq —5=13r—6, waaruit: 
de waarden zijn in alle vergelijkingen geheel, als q=13s — 6 


of m (zie vergel. (8)) = 143s — 71 
of e(» » (5) =1287s— 643 
of P(» » (1) == 009s — 4501, 


Elk stel getallen, waarvan het eerste van dezen vorm is, voldoet 
aan het gevraagde. De kleinste (positieve) getallen vinden we door 
s=1 te nemen, nl. 4508, 4509, 4510en 45141. H. de Groot. 


354. Twee getallen te vinden, als men hunne som en hun kleinste 
gemeene veelvoud kent. 


13 


OSP O SES TENG: 


Men bewijst gemakkelijk, dat twee getallen denzelfden G. G. D, 
hebben als hunne som en hun K. G. V. | 

Men kan nu met de gegevens van het vraagstuk den G. G. D. 
der twee getallen berekenen. 

De vraag is dan terug gebracht tot het vinden van twee getallen, 
waarvan men de som en het product (product = G. G. D. X K. G. V.) 
kent, hetgeen geen moeielijkheid oplevert. 


355. Een koopman verkoopt 5 van een partij met 20°/, en en 


met 385, winst. De rest is beschadigd en moet daarom 


voor f 300 van de hand worden gedaan. Zoo nu op de partij 


d en 0/, is verloren, vraagt men naar den inkoopsprijs der partij. 
(Hoofdacte ex. Groningen, Deventer, 1886.) Luctor. 
ORL.O- S:SIN G, 
200/, winst op 5 is 65 winst op de geheele partij. 
38 >» Dn > En OD D > 
Bij deze beide verkoopen wint hij dus 6 5 me B =150/,van 
den geheelen inkoop. Daar hij op„de geheele partij 1 En ol, ver- 


liest, moet hij op het beschadigde deel 165 0}, verloren hebben. 


Er is 





der partij beschadigd. Het verlies hierop bedraagt dus 


de x165- 0/, = 400/, van den inkoop, hij ontvangt er dus 


600/, of f300 van terug, zoodat de inkoop van het Ee deel 


ZA Xf 300 =f 500 bedraagt. De inkoop der heele partij is dus 


60 


5 X f 500 = 1200. 


D. A. Vermeulen; P.B. Sibbles; H. de Groot; Luctor, 
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TW EEIDPER WO SPCEO US €5 TEENAGE 


. A « 
De koopman verliest ET of, en ontvangt dus maar van 





den inkoop. De eerste twee verkoopen brachten samen ze X ee. 


3 
4 1 al 
Ee Har ne van den inkoop op. De rest bracht f 300 op. 


4 15 
of Me van den inkoop op. Deze bedroeg derhalve 
60 15 ar 
4 X f 300 = f 1200. 
B. Rosier ; C.C. B. Ahorn; W. —v. d. T.; J. vande Sandt ; M. Simons. 
DERDE OPLOSSING. 
Methode: Valsche onderstelling. 
Stel de ink. der partij op f 600. Op f 200 wordt dan f 40 en 


op f 150 f 50 gewonnen, dat is samen f 90. Op f 600 wordt 
6Xf 15 — f10 verloren. Op de rest of f 600 — f 350-— f 250 





is dus f 90 + f10 == f100 verloren, d. i. op f 100 f40 of 
400/,. 600/, van den inkoop der rest is dus f 300. De rest of 


A van den geheelen inkoop kost dus 4 en xf 300 = f 500. ae Ke 


f 100 en de geheele inkoop f 1200. J. H. de Groot. 
356. Het verschil van twee getallen van drie cijfers, die met dezelfde 
cijfers in omgekeerde volgorde worden geschreven, is gelijk 
aan 99 X het verschil der uiterste cijfers. Bewijs dit. 
(J. Versluys, Rek. Vrgst. Gev. $ 1, nl. 18). 
OPLOSSING, 

Stel het eene getal voor door [ ryz|, dan is de waarde —= 1002 
+10y+-z. Het tweede getal is dan | zyz | en de waarde = 1002 
+ 10y +. Dus [ryz | —[zye | = (1002 + 10y + 2) — (100z 
+ 10y + ©) = 99 (x —z). Alle inzenders. 

Algemeene oplossing. 
Nemen we aan, dat de getallen in het x-tallig stelsel geschreven 





zijn, dan heeft men Feyzl=n?.edn.ydtz, [eye |= n2.z 
+ ny twenl zyz | — [eye |=n?(e —2) —(@ —2) = (n?—1) 
(e—z), dus: 


In elk talstelsel is het verschil van 2 getallen van 3 cijfers * 


die met dezelfde cijfers in omgekeerde volgorde worden geschreven, 
gelijk aan zooveelmaal het verschil der uiterste cijfers, als het quadraat 
van. het grondtal min 1 bedraagt. C.C. B. Ahorn; J. H. de Groot. 


‚ 15 


357. Iemand wint derek van de som van in- en verkoop. 


Hoeveel 0/, is dit van den inkoop? 
(J. Versluys, Rek. Vrgst. Gev. $15, n°. 2). (Hoofdacte, 1883). 


OSS eN. G, 


De winst is 9 Pin 4f 








1 
a van de som van in-en verkoop. 





Derhalve is tweemaal de inkoop van diesom, zoodat de winst 


1 


en of 20°/, is van den inkoop. 


Alle inzenders. 
BWE, EDE ONDEEVONSO STEN: G5 
De winst of het verschil tusschen in- en verkoop is gelijk aan 


4 1 
Kermi (0,9 





van de som van in- en verkoop. 


De som van in- en verkoop is dus 11 maal het verschil tusschen 
ver- en inkoop, of 12 maal den inkoop is gelijk aan 40 maal den 
verkoop. Verkoop em inkoop staan dus tot elkaar als 12: 10 of 
als 420: 100. De winst is dus 20°/, van den inkoop. D. A, Vermeulen. 


DER DE OO P BOS 
Methode: Valsche onderstelling. 





Hij wint De Olau dll i, der som van in- en verkoop. Ís 
de winst f 1, dan is de som van in- en verkoop / 11 en omdat 
de verkoop f 1 meer is dan de inkoop, is de inkoop f 5. Op 9 
inkoop wordt f 1 gewonnen, d. i. 20°/,. 

H. de Groot; W. A. W. Moll; V. d. Wal & Verborgh. 
358. Als men van eene breuk den teller met 1 vermeerdert, is 


; als men den noemer met 1 vermindert, 


zij gelijk aan 





is zij gelijk aan ek Men vraagt welke breuk dit is. 


(3. Versluys, Rek. Vrgst. Gev. $ 5, n°. 34). 
OP LOS SIN G. 
Het verschil tusschen teller en noemer der beide nieuwe breuken 
is in beide gevallen 4 minder dan het oorspronkelijke verschil, deze 
beide nieuwe verschillen zijn dus aan elkaar gelijk. De onveran- 
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Herabener vernoUit Den Bit tversehil el teen Dien 40. De 


dad 


vermeerderde teller staat tot dit verschi als 3 : 10. Derhalve verr 


houden deze tellers zich als Je en 3 of als 5 en 6. Doordien de 


vermeerdering 1 en dus hun verschil ook 1 is, is de onveranderde 


teller 5. De onveranderde noemer is 5 X 5 +1 = 26. De breuk 


is dus Lie 


26 © Luctsr. 
359. De producten der loodlijnen, die men uit een punt van een 
cirkel kan neerlaten op de overstaande zijden van eenen inge- 
schreven vierhoek zijn gelijk. 
(J. Versluys, Lrb. d. vl. Mtk. Gem. Vrgst. n°. 253). W. A. W. Moll, 


OLDE ESTO NN 

Zij ABCD een ingeschreven vierhoek 
in cirkel M,‚ P een en op den omtrek 
van dien cirkel, LAB; PE BOE 
PG LOD, BH AL Ri dan moet bewezen 
worden, dat PE.PG=PF.PH. Ver- 
eenig P met twee overstaande hoekpun- 
ten van den vierhoek, b.v. met Ben D. 
en De AA PBE en PDH zijn rechthoekig 
in E en H, iervit Hokus ZZ in B en D beide tot maat hebben 
de helft van den boog AP, zoodat deze AA w zijn, en men dus 
heeft Ps PH SDB OENE EREN eran SANA : Ed 

De AA PDG en PBF zijn reehthoekig in G en F, Tut Kb 
in B en D hebben beide tot maat de helft van deg boog PBC, 
zoodat deze AA « zijn en geven PG:PF=PD:PB.,...(Q) 

Door vermenigvuldiging der overeenkomstige termen der evenre- 
digheden (1) en (2) verkrijgt men 

PE; PG PEASPH == RBD gE ED 

dus PEEP Oi EH: 


TWEE KeD'EN SS OSPRDRONS DS SLaN 0 
Men weet, dat in elken À het product van twee zijner zijden 
gelijk is aan het product der loodlijn op de derde zijde met de _ 


middellijn van den omgeschreven cirkel. 
Nemen we nu iedere zijde van den gegeven vierhoek als derde 
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zijde van een À, die P tot toppunt heeft, dan verkrijgt men, als 
we PA = a, PB=b, PC = c‚ PD =d, PE =e, PF == f, PG=g; 
PH = h en de middellijn —= 2R stellen, in 

PAB ab=2Re, APBC be—=2Rf 

APCD ed=2Rg, APAD ad =2Rh 
dus abed =A4R?eg, bead —= 4R?fh 
waaruit volgt e= fh. 


360. Iemand koopt 2 partijen aardappelen à f 2,25 en f 2,40 den 
H.L. samen voor f 210. Beide verkoopt hij à f 2,75 den H.L. 
en wint op de laatste partij 1 rijksdaalder minder, dan op 
de eerste. Hoe groot is elke partij? (Rekenkundig op te lossen). 
(Ex. Hoofdacte, Zwolle, 1882). Log r. Winks. 
(W. H. Wisselink, 2e Verzameling van Vraagstukken ter 
oefening in het practisch rekenen, 4° druk; S 8, ne 9). 

OPLOSSING. 

Werd op beide partijen evenveel gewonnen, dan zou het vraag- 
stuk gemakkelijk zijn op te lossen. Wij leiden daarom uit dit 
vraagstuk een ander af, door de eerste partij te verminderen met 
2,50 : (2,75 — 2,25) = 5 H.L. waardoor de totale inkoop wordt 
f 210 — (5 Xx f 2,25) = f 198,75. Alsdan zijn de winsten op beide 
partijen blijkbaar gelijk, en staat men dus voor het nieuwe vraagstuk : 

»lemand koopt 2 partijen aardappelen à f 2,25 en f 2,40 den 
H.L. samen voor f 198,75. Beide verkoopt hij à f 2,75 den H.L. 
en wint op beide evenveel. Hoe groot is elke partij?” 

dat als volgt opgelost wordt. De winst per H.L. der eerste 
partij is f/0,50, die per H.L. der tweede partij f 0,35, doch de 
totale winsten zijn gelijk. Hieruit volgt dat die partijen zich ver- 
houden als 35:50 of als 7:10. Nu kosten 7 H.L. der eerste 
partij + 410 H.L. der tweede partij (7 Xf 2,25) + (10 Xf 2,40) 


— f 39,75 of ee van f 198,75. De 1° partij bedraagt dus 5 X 7 


—= 35 H.L. en de 2° partij 5X10=50 H.L. 

Gaat men nu weder terug tot het oorspronkelijke vraagstuk, 
dan vindt men voor de grootte van beide partijen 35 + 5 — 40 H.L. 
en 50 H.L. 

Opmerkingen. Bij deze oplossing is de methode van het 
gelijk maken toegepast, die door J. Versruys uitvoerig wordt 

„De Vriend der Wiskunde” III. 2 
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behandeld in $ 11—28 van zijn uitstekend werk: Over methoden 
bij het oplossen van rekenkundige vraagstukken, 1° stukje (1886). 
In $ 16 wordt een vraagstuk opgelost, dat groote overeenkomst 
vertoont met het bovenstaande, doch iets eenvoudigers is. Ook 
wordt deze methode besproken door “W. H. WissELINK in S 16—24 
van zijn werk: Grepen uit de rekenkunde, 2° stukje (1888). 
Het vraagstuk, voorkomende in $ 16 komt geheel met het boven- 
staande overeen. 


Ingekomen vraagstukken, 
WAARVAN DE OPLOSSINGEN GEVRAAGD WORDEN. 





LXXVI. Er zijn vier concentrische cirkels gegeven. Gevraagd eene 
rechte te trekken, die ze respectievelijk in A, B, C en 
D snijdt, zoodat AB = CD wordt. 
(Petersen, Meth. en Theor. Opl. Mtk. Vrgst. n°. 142). A.? 


OPLOSSING. 


Analyse. Bij de oplossing 
van dit vraagstuk gaan wij 
uit van de toelichting, die 
men in PETERSEN » Methoden 
en Theorieën’’ vindt op blz. 30. 
Men denke zich het vraag- 
stuk opgelost en AD de ge- 
vraagde lijn, zóó dat AB 
—= CD en bijgevolg, als men 
AD doortrekt, AB = CD 
—=CiDi—=BIAL, Daar A op 
cirkelomtrek MA willekeurig 
kan gekozen worden, kan men zich (dit punt eenmaal aangenomen 
zijnde) dien cirkel wegdenken. De vraag wordt dus nu: Uit een 
punt A, buiten drie concentrische cirkels gelegen, eene lijn AD 
te trekken, zóó dat de afstand van dat punt tot het snijpunt 
met den grootsten cirkel gelijk is aan het stuk begrepen tusschen 
de andere cirkels. 

Frachten we de verhouding van AB tot AD af te leiden uit de 
voorwaarde AB=CD. Uit A aan cirkel MD eene raaklijn AE, uit 
B aan cirkel MC eene raaklijn BF trekkende is: AD X AD! = AE? en 
BC X BCL= BF?; maar AD1=AD!—AB—+CID!= BC, derhalve: 

AD:BO SARS ABR LIEREN) 
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Van cirkel AHM (reeds getrokken ter constructie van AE) kan 
men gebruik maken om de verhouding AD : BC te construeeren. 
Immers AE? = AG XAM en, maakt men AH = BF, dan is AH? 
= BF? == AIX AM, dus AB?: BF2=—= AG: AI, waaruit in verband 
met verg. (1) volgt: AD:BC= AG: AI 


dus (AD — BO) : (AG — AI) = AD : AG 
JAB:IG=AD: AG 
of AB:AD => .16:AG ROCE JETTA .@ 


Zorgt men dus, dat aan verg. (Q) voldaan is, zoo vindt men de 
gevraagde lijn. Cirkel MC kan dus verder buiten beschouwing blij- 
ven, en de vraag wordt dus nu: 

Uit een punt A buiten twee concentrische cirkels MD en MB 
eene lijn ABD trekken, zóo dat AB = AD gelijk aan eene ge- 
geven verhouding zij. 

Het punt B behoort blijkbaar tot de meetkundige plaats der pun- 
ten, die de lijnen uit A naar den cirkelomtrek MD getrokken in 
gegeven verhouding verdeelen. Deze meetkundige plaats is gemak- 
kelijk te vinden, met behulp van een gedeelte van de Eigenschap 
door VersLuys in zijn » Methoden bij het oplossen van meetkundige 
vraagstukken” op blz. 49, $ 63, n9. 18 (2de druk), vermeld en 
hier gewijzigd aangegeven, nl: n 

Wanneer men uit een punt A eene rechte lijn naar een wil- 
lekeurig punt D van een cirkelomtrek M trekt, deze lijn in B 
zóo in twee deelen verdeelt, dat AB: BD gelijk is aan eene 
gegeven verhouding, dan is de meetkundige plaats van punten 
B een cirkel, (Vlg. De Vriend der Wiskunde IV, n°. 401.) 

Het middelpunt van dien cirkel ligt op de lijn AM, midden tus- 
schen de beide punten van de meetkundige plaats, welke op de lijn 
BM zijn gelegen. De snijpunten van dien cirkel, met cirkel MB 
leveren de punten B en b. Vereenigt men ten slotte A met 
B en b, dan zijn deze lijnen, behoorlijk verlengd, de gevraagde 
lijnen. 

Hieruit volgt de Constructie. 

1, Trek uit een willekeurig punt van cirkel MA eene raaklijn 
AE aan cirkel MD (met behulp van de lijn AM en cirkel AHM, 

2. Trek uit een punt K van cirkel MB eene raaklijn KL aan 
cirkel MC. 
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3. Maak AH = KL, trek EG en HIL AM, en deel IG mid- 
dendoor. 

4. Maak AO zr IG. 

5. Deel AP in p, AQ in q in deelen Ap en pP, Aq en qQ, 
zóo dat Ap:AP == Ag: AQ = AO: AG = 5-16 :AG. (AM snijdt 
cirkel MD in P en Q.) 

6. Beschrijf op pg als middellijn een cirkel, die den cirkel MB 
snijdt in de punten B en b. De lijnen AB (verlengd : ABCD) en 
Ab voldoen aan de vraag. 

Om de constructie onder (5) uit te voeren is gebruik gemaakt 
van de lijn Aog (Ao= AO en Ag = AG, op//gP en og // 9Q). 

Het Bewijs volgt onmiddellijk uit de Analyse. 

Opmerking. In het algemeen zal men uit het punt A twee 
lijnen kunnen trekken, die aan de vraag voldoen. Dit is echter 
alleen mogelijk als aan de volgende voorwaarden voldaan is. Trekt 

men AM, die de cirkels MB, MC en MD 

in, 8; Ren:P snijdt en trekt men uit A 

de raaklijn AE aan cirkel MD, die de cir- 

kels MB en MC in Ten V snijdt , dan moet 
1°%. AS)RP en 2% AT{VE 

Is AS —= RP zoo voldoet de lijn AM, is AT == VE zoo voldoet 
de lijn AE en de tweede raaklijn uit A aan cirkel MD te trekken 
aan de vraag. Noemt men de stralen der cirkels MA, MB, MC en 
MD :R,, R,, R; en R‚ zoo moet 1°. R‚ — R, )R;—R, en 
20, V(Rj*—R‚D) —V (RI Ri) CV (R3° — R4?). De lezer kan 
dit gemakkelijk afleiden, en tevens nagaan de mogelijkheid van 
vraagstuk LXXVII. Jeanne. 
LXXVIIL. Een trapezium te construeeren, waarvan gegeven zijn de 


diagonalen en de schuine zijden, 
(Petersen, Meth. en Theor. Opl. Mtk. Vrgst. n°, 296.) A? 


O PoTNO WSS ANHEE 

Bt Zij ABCD ’t trap. Trek CE even- 
wijdig aan AB en CF evenwijdig aan 
CD, dan is CE — AB en. CF. = BD. 
De diagonalen en beenen van ’t trap. 
zijn nu gelijk aan de vier lijnen CF, 
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CD, CA en CE,‚ die in ’t punt C bijeenkomen. Trekt men nu 
uit C als middelpunt met CF, CD, CA en CE als stralen cirkels, 
dan snijden deze cirkels de langste evenwijdige zijde AD en haar 
verlengde in de punten F,‚ D, H,‚G, Een A. Hierin is FD 
—=BC=AE. Ook is GH= AE, dus is FD = GH. 

Trekt men dus uit één zelfde punt als middelpunt met de ge- 
geven beenen en diagonalen als stralen concentrische cirkels, en 
uit een willekeurig punt van den buitensten cirkel een lijn zoodanig, 
dat het stuk tusschen de buitenste twee cirkels gelijk is aan dat 
tusschen de binnenste twee, (zie oplossing LXXVI), dan zijn hier- 
door de evenwijdige zijden van het gevraagde trapezium bekend en 
de verdere constructie is gemakkelijk te geven. Men merke er bij 
op, dat bedoelde stukken van de getrokken lijn afgesneden worden 
door twee cirkels, waarvan de een tot straal een diagonaal, de 
andere een been van ’t trapezium heeft. A. Vermeer. 

Aanteekening. Zie in De Vriend der Wiskunde I, 1886, 
n°. 62, eene algebraïsche oplossing van dit vraagstuk. 


LXXVIII. Indien men voor ’'tzoeken van den G. G. D, van twee 
getallen meer dan 2x deelingen moet verrichten, is het 
kleinste van die twee getallen grooter dan 2”, Bewijs dat. 
(W. H. Wisselink, Vr. en Oef. Theor. Rek, 2°st., $ 26,n°. 100). 

J. ter Heide. 


OPLOSSING, 


Bij elke deeling is het deeltal grooter dan 2 maal derest. (Zie 
De Vriend der Wiskunde IIl, 1888, n°. 303). 

Noemen we nu het kleinste der twee getallen, waarvan men den 
G. G. D. moet bepalen, d, en ’tandere D, en de rest der deeling 
r,, dan hebben we bij ’t zoeken van den G.G, D. achtereenvolgens 

tf 

r, da) d4 =(D5)/ 
nds) fr =D)/ 
r; =d) fr, S= Di)/ 
Pez. 

Nu is, in verband met de eerstgenoemde eigenschap, in de tweede 

deeling d4 ) 2.7; in de vierde deeling is 
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r,)2.r, en zoo voortgaande vindt men 
ME PIBN 


Vonn ) 2on « Door van onder af telkens inde voorafgaande 
ongelijkheid te substitueeren vindt men d, >2.2.2.2.2...…. tot 
n fact, 2 X 7, of d, d 2" „ron. Daar men meer dan 2n deelingen 
verricht is #9, niet de laatste rest, derhalve is 1, minstens 1 en 
dus 27, 75, minstens 2” en derhalve is d, 2". A. Vermeer. 


LXXIX, Indien 2” de laagste macht van 2 voorstelt, die grooter 
is dan het kleinste van twee getallen, dan is het aantal 
deelingen bij ’t zoeken van den G. G. D. van die twee 
getallen hoogstens 2n. Bewijs dat. (W. H. Wisselink , 
Vr. en Oef. Theor. Rek, 2e st, $ 26, n°.1041). J, ter Heide. 

OPLOSSING. 

Was het aantal deelingen, dat men moest verrichten, grooter: 
dan 2n, bv. 2n + 2m, dan was blijkens ’t voorgaande vraagstuk 
het kleinste der twee getallen grooter dan 2*+m, ’t geen in strijd 
is met de onderstelling. A. Vermeer. 


LXXX. Opgelost in De Vriend der Wiskunde III, 1888, bl. 239. 


LXXXI. In een bol A, waarvan elke Z 120o is, zijn 3 kleine 
cirkels beschreven, zóo dat elke cirkel de 2 andere en 2 
zijden van den A aanraakt. Bewijs, dat de spherische 
stralen van die cirkels ieder 30° zijn, en dat hun mid- 
delpunten de hoekpunten zijn van den pool A van den 
gegevenen. (J. Versluys, Stereometrie, n°. 250.) b.d. L. & V. 


A OPLOSSING, 
Daar de hoeken 420° zijn, liggen de hoekpunten van den pool- 


driehoek binnen den gegeven A en zijn de zijden van den pool- 
driehoek ieder 60°, Verlengt men deze zijden aan weerskanten tot 
ze de zijden van den oorspronkelijken A ontmoeten, dan zijn de 
verlengden ieder 30° en staan ze L op de zijden van den oorspron- 
kelijken A. | 

Neemt men nu de hoekpunten van den pool A als middelpunten 
van cirkels, wier stralen ieder 30° zijn, dan raken deze elkaar 
en de zijden van den gegeven A. 

Hiermede zijn de twee deelen der eigenschap bewezen. J. Versluys. 
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LXXXII. In een gegeven cirkel een rechthoekige driehoek te be- 
schrijven, waarvan de schuine zijde eene koorde des cirkels 
is, evenwijdig aan eene gegeven lijn, met een gegeven 
punt binnen den cirkel tot hoekpunt van den rechten hoek. 
(Titel v. ’t boek, S, n°. gevraagd). G. A. Boes. 

ORR Se IEN Ge 

Zij cirkel M de gegeven cirkel, C het punt er binnen, en PQ 
de gegeven lijn. 

Analyse. Nemen we aan, dat AABC aan de vraag voldoet, 
en dus AB//PQ is, terwijl ZACB —= 90° is. Trekt men nu door 
M een lijn DE PQ, dan deelt deze AB in F loodrecht midden- 
door, en trekt men CF, dan zal volgens eene bekende stelling 
GE 5 AB = BF zijn. Noemt men den straal des cirkels R en 
den afstand MF «, dan is dus, na BM te hebben getrokken: 

CF2 = BF2 = R2 — x?. 

Trekt men verder CGL DE en 
noemt men MC d en MG p, dan 
is in AFCM: 
FC2—=FM?+MC?+2MF XxX MG - 

Rr? —= 2d dd Zp 

Zed par —(R2—d?) = 0 


art po—(R° —d?)=—=0 


zE Ge) Een ne (Rd?) 


welke formule Rn is te 





on | Kin construeeren, als men schrijft : 
1 2 
NK 1 1 
Constructie. Trek door M de lijn DEL PQ en uit C de lijn 
CG L DE. Trek door C de middellijn HK, en construeer de mid- 
denevenredige CN tusschen CL = 5 CK en CH, respectievelijk 


En (R+ d) en R— d, Construeer een rechthoekigen driehoek 


OMR, die tot rechthoekszijden heeft OM = 5 GM en MR= CN, 
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dan is de hypotenusa OR = V Ge)+ 5 Rd) (R —d). 


Neem eindelijk op DE stukken OF =OF’=OR en trek door F en 
F’ koorden AB en A’B'//PQ, dan zijn deze lijnen de hypotenusa’s 
van twee rechthoekige driehoeken ABC en A/B'C’, die aan de 
vraag voldoen. 

Het bewijs en de verdere discussie zij den lezer overgelaten, die 
zal hebben ontwaard, dat beide wortels der gevondene vierkants- 
vergelijking voor de constructie in aanmerking komen. MF stelt 
den positieven wortel, MF’ den negatieven wortel voor. W.F. K. 





VRAAGBUS. 


id 
koko 
Waaraan is We gelijk ? S. 


ANTWOORD. 


RR Li | 
LEN EPSE Tr 2/ TR 1? 
| a a 


ua 


Zie: De Vriend III, bl. 156 en 157. 





VRAAGBUS, 
Kan men in een cirkel een regelmatigen 1 7-hoek construeeren? Zero 
ANTWOORD, 
Gauss heeft in zijn werk: Disqwisitiones Arithmeticae aange- 
toond, dat het mogelijk is, met behulp van den passer en het 
liniaal den cirkel-omtrek in 17 gelijke deelen te verdeelen. 





CORRESPONDENTIE, 

N°, 377, r. 1 staat: gekocht, lees: verkocht. 

Á. Vermeer! Uw brief woog zwaarder dan 15 gram, was on- 
toereikend gefrankeerd, zoodat bij het ontvangen 10 cts. moest bij- 
betaald worden. 

Ontoereikend gefrankeerde brieven zullen voortaan 
geweigerd worden 

N. J. O.! De oplossing van n°. 38, S63, Heis, Van Lankeren 
Matthes & Tesch, hopen we in de volgende aflevering te plaatsen. 
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en a ae 


OPGAVEN, 


waarvan de oplossingen vóór den 1sten April 1889 franco bij den 
Redacteur A. J. vaN BREEN te Arnhem worden ingewacht. 


381. Men snijdt een regelmatig vierzijdig prisma door drie platte 
vlakken, zoodanig , dat de eerste doorsnede een gelijkbeenige A , 
de tweede eene ruit en de derde een zeshoek is. Hoe kan 
zulks geschieden ? 

382. Als men in een gelijkbeenigen AABC, beschreven in een. 
cirkel M,‚ de koorde AD trekt, die de basis BC in E snijdt, 
dan is AD. AE == AB2, 

383. Als een getal van 3 cijfers door 27 deelbaar is, is ook het 
getal van 3 cijfers, dat men er van afleidt door het cijfer 
der honderdtallen naast dat der eenheden te plaatsen, even- 
eens door 27 deelbaar? Zijn er nog meer getallen, waar- 
voor dezelfde eigenschap geldt? 

384. Aan een cirkel O trekt men eene raaklijn RS. Het raakpunt 
A wordt met de uiteinden eener middellijn BC vereenigd, 
terwijl uit B en C loodlijnen BB’ en CC’ op RS worden 
neergelaten. Bepaal de verhouding van den inhoud van AABC 
tot dien van trapezium BCC’B’ en bewijs, dat zij constant is, 
welke de richting der middellijn BC ook zij. 

385, Leidt uit het eerste lid dezer gelijkheid het tweede af. 

Rr \?2 zh! f, REr, NBbiolmhi A Mg 
nm) +5 5E Er). 
Welke meetkundige eigenschap drukt deze identieke vergelij- 
king (identiteit) uit? 

386, Twee regelmatige prisma's, die gelijke vierkanten tot grond- 
vlakken hebben, zijn zóo door elkaar geschoven , dat de assen 
rechthoekig op elkaar staan en dat 2 diagonaalvlakken in een 
plat vlak liggen. Hoe groot is het lichaam, dat de 2 prisma’s 
gemeen hebhen, als de ribbe van het grondvlak a is? 











2 
(J. Versluys, Lrb. d. Stereom., n°. 270). Jeanne. 
387. Als gegeven is (a —b):(b —c)=a:c, bewijs dan dat 
zeten Ee Bewijs ook het omgekeerde. 
a c 


(Verg. Ex. Velp, 1888). 
388. Beschrijf een vierhoek, die vier gegeven lijnen tot zijden heeft 
en waarvan de inhoud gelijk is aan een gegeven vierkant. 
H. W. Schmelling. 


27 


389. Eene gemeente leent f 60000 van eene maatschappij en moet 


aan ’teind van elk jaar def rente betalen . waardoor ze, 


na 20 keer die rente uitgekeerd te hebben, hare schuld af- 
gelost heeft. Als de Maatschappij hare gelden kan opnemen 


tegen a) %o , hoeveel administratiekosten heeft ze dan in 


die 20 jaren verdiend? 


(W. H. Wisselink, Vrgst. t. Oef. Alg., 3° st, IIT, S 4, n° 19). Jeanne. 


390. en de waarden van ven y uit de volgende vergelijkingen 


391. 


392, 


393. 


394, 


395. 


396, 


U/z 102 

var AE Le = Verp PV evt 
(Ex. Wisk. Zwolle, Teen W. A. W. Moll. 
Als alat bj e(etb) is, dân isa —=e of atbhe—=0. 
Bewijs dit. (P.J. Bos, Lrb.d. Alg. I, bl. 159, n?,14). W. 
Als men de evenredigheid a:b = e:d heeft, is dan ook 
atp):b+p)=(e tp): (d +0)? 

(ede Bos. Lrb. d..Ale: Deeble 164,1’, 80). W. 


Als 2 + RAE br + cqis, dan isar =pe of aq =bp. 
p a 


Bewijs dit. (P.J. Bos, Lrb.d. Alg. I, bl. 165, 93.) W. 
Als (a—e):(b—d) =(am— en): (bm— dn) is, dan is 
ad =be of m=n. Bewijs dit. 
(Pe JaBosErbwdt Alet TI bL 165-905): W. 
Onder welke voorwaarde zal uit de evenredigheden a : b= am : bm 
en c:d =en:dn volgen de evenredigheid 

(a +e) : (bd) = (am + en) : (om + dn)? 
(P. J. Bos, Lrb. d, Alg. IT, bl. 165, 96). W. 


A en B zullen zeker werk verrichten. A begint en werkt ee 


van den tijd dien B noodig heeft om het geheel te doen. 
Nu neemt B het werk over en voltooid het. Waren zij te 
gelijk begonnen, dan was het 2 weken vroeger gereed ge- 
weest en dan had A half zooveel verricht als hij nu voor B 
heeft overgelaten. In hoeveel weken zou ieder alleen het 
werk hebben kunnen afmaken ? 


(J. Versluys, Rekenb. v. gevord., S 9, n°, 34). P, 
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397. Twee cirkels, waarvan de stralen R=2 en r=1 zijn , snij- 
den elkaar zoodanig, dat de gemeenschappelijke koorde gelijk 
is aan de zijde van den reg. ing. 6-hoek in den kleinsten 
cirkel. Door een der snijpunten is in den grootsten cirkel 
de zijde van den reg. ing. A getrokken. Bereken den afstand 
van het midden dezer zijde tot het midden der gemeenschap- 
pelijke koorde. 


(Hoofdacte ex. Breda, 1883). H. A. Groenestein. 
398. Vaneen Ais ZA =150°. Druk de zijde a uit in de zijden ben c. 
(Hoofdacte ex. Breda, 1883). H. A. Groenestein, 


399. Trekt men uit 2 punten in de middellijn van een cirkel op 
gelijke afstanden van het middelpunt verwijderd, rechte lijnen 
naar 2 punten van den omtrek, dan zijn de sommen der 
vierkanten op de lijnen, naar een zelfde punt in den omtrek 
loopende, gelijk. Bewijs dat. 

(Hoofdacte ex. Breda, 1888). H. A. Groenestein. 

400. De rechte lijnen xe en y te construeeren, als de rechte lijnen 
a en b gegeven zijn, terwijl men weet, dat zy —= a? en #2—y?=b?, 
(Hoofdacte ex. Breda, 1883). H. A. Groenestein. 
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Ingekomen vraagstukken, 
WAARVAN DE OPLOSSINGEN GEVRAAGD WORDEN. 


LXXXVIII. Op het verlengde eener middellijn van een cirkel is een 
punt P genomen, en uit dit punt eene raaklijn aan den 
cirkel getrokken. Vereenig het raakpunt met het uiteinde 
der middellijn, dat het verst van P verwijderd is. Men 
vraagt de deelen te berekenen, waarin deze koorde ver- 
deeld wordt door de lijn, die den hoek bij P middendoor 
deelt. Gegeven 7—1 en afstand van P tot ’t middelpunt =3. 
(Hoofdacte ex. Breda, 1883). H. A. Groenestein, 

LXXXIX. Bereken xv uit: Va—20=— jz. 

(Hoofdacte ex. Breda, 1883). H. A. Groenestein. 


30 


INGEZONDEN NATUURKUNDIGE VRAAGSTUKKEN , 


waarvan de oplossingen gevraagd worden. 


Aan ?! Natuurkundige vraagstukken onder de 20 opgaven ter 
oplossing op te nemen gaat moeielijk. Om U en anderen toch be- 
hulpzaam te kunnen zijn, zullen deze vrgst. — voor zoover zij vallen 
binnen den studiekring van onderwijzers — onder bovenstaande 
rubriek worden geplaatst.en zooveel mogelijk in de volgende afleve- 
ring worden opgelost. Hiermee hopen wij, dat aan het verlangen 
van U en anderen zal voldaan zijn. 


‚ 


In een bak, die geheel gevuld is met water, drijft een lichaam 
van hout. Hangt men aan het hout een stuk ijzer, dan zweeft 
de massa vrij in het water en er vloeien 36 Liters water uit 
het vat. Met hoeveel Kub. dec. steekt het houten lichaam 
in drijvenden toestand boven water uit, als het S. G. van 
ijzer 7,2 bedraagt? (Versluys, Gem. Alg. Vrgst., blz. 46). 
(Toelex. K. M. Acad., 1883). Ki 


Eene holle glazen cilinder met kwik bezwaard drijft recht- 
standig in water; het boven het water uitstekende gedeelte 
is 2 c.M. hoog. Op het water wordt eene laag olie gebracht. 
Hoe hoog moet deze laag olie zijn, opdat het bovenvlak van 
den cilinder met den oliespiegel samenvalle ? 

Een d.M3 water weegt 1 K.G. Een d.MS3 olie weegt 0,8 K.G. 
(Wisselink, Nat. Vrgst. IL, n®. 280). 2, 
(J. Versluys, Gem, Alg. vree bl. 45). (Kon. Mil. Acad, 1882). 


Een areometer met cilindrischen steel wijst in water O0 en in 
eene vloeistof van 0,8 specifiek gewicht. 100. Tot welk punt 
van de gelijkmatig verdeelde schaal zal hij inzinken in eene 
vloeistof van 0,9 spec. gew.? 

(J. Versluys, Rek. Vrgst. v. Gev., $ 30, n®, 6). (Heerenveen 1879). ?. 
(Wisselink, Nat. Vrgst. I, n°. 261). (Oranjewoud 1879). 
Twee mannen dragen aan een stok een last. Van den eenen 
is de last 16 d.M, en van den anderen 8 dM. verwijderd. 


Hoe zwaar is de last, als de een 305 K.G. meer te dragen 


heeft dan de andere? 
(J. Versluys, Rek.Vrgst. v. Gev., $ 30, n°,1). (Posterholt 1873). ; 


Een willekeurig aantal quadraten te zoeken, 
wier som weder een quadraat is. 


1. Stellen wij eerst dat twee quadraten moeten gevonden wor- 
den, wier som weder een quadraat oplevert. ’ 
Noemen wij de wortels #, y en z, dan moet 
2d yr? 
worden. Om de waarden voor deze drie onbekenden te vinden, 
nemen wij zZ=@& tm, waardoor de vergelijking, verandert in: 
mrd yt=(e mir? H Wma + m2 


en waaruit yi= Imre Mm? 
Gin 
en 2d ld volgt. 
2m 
A 2 2 
Daardoor is © 4m Sm AE 
2m 2m 
Hierdoor zijn de wortels der drie quadraten : 
Zr nn 2 2 2 
2 Es ) yen CE an ; 
2m 2m 
of alleen met 2m vermenigvuldigende: 
ye — m2, 2ym en y? + m2; 


of als wij y= L_ en m1 stellen en na de substitutie de breu- 


ken verdrijven, verkrijgen wij 
T=p—g? y= pg zp? + q?, 
vormen van denzelfden aard als de bovenstaande, en waardoor 
| 22 4 y= z? wordt, 
want —_ (p2—g?)? + (2pg)?= ps — pq? + q* + Ap?q? 
= pit pq? + gt = (Pp? +92). 


2. Zoeken wij nu drie quadraten, wier som een vierde quadraat 


zal opleveren. 
Stellen wij de wortels voor door a, b, c en d, terwijl d=cdz 
zal zijn, dan moet a2+b2He2=(e +)? =ec? + Zer Har? 


of a? bt= er da? 
2 Den a 
zijn, hieruit volgt een sa Zen 
Ax 
en d=cecHdHz= „atbirar 
Nx 


of als wij, om de noemers der breuken te verdrijven, alle termen 
met 2x vermenigvuldigen, dan worden de wortels der quadraten 
Zar, We, a d-b— a? en a? Hb? + z?, 
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Inderdaad is nu: 
(2a)2 4 (2b0)3 dr (at tb zE 
—=hatrt + Ab? + (a? + b2)2 — (a? + b2) +4? 
— (a? HB + Awa? Hb) Ht = (a? + be Ha) 

3. Uit den vorm, dien bovenstaande wortels der gevraagde quadra- 
ten verkregen hebben, hebben wij aanleiding genoeg om het aantal 
quadraten onbepaald te vergrooten. 

Stellen wij de wortels voor door Zar, bro, 2er...... 2m, 
dan zal de wortel van het laatst bij te voegen quadraat gemakkelijk 
te vinden zijn. Als wij op dezelfde wijze handelen als hierboven, 
dan zullen wij voor den wortel van het laatst bij te voegen quadraat 
vinden a? + b2 Het +... mt —e?, en de wortel uit de som 
van al die quadraten zal zijn a? +b? + c2,... + m2 a?, 

Nu kunnen voor a, b, c....m, © alle mogelijke getallen ge- 
kozen worden. Echter om niet in veelvouden van reeds gevonden 
getallen te geraken, neemt men onderling ondeelbare getallen. 


Stellen wij Din biennis is) 
dan is Jan =20, Wr=30, atb —rl=—12 
en 2024 302F (— 12)? =14AÁ — 382. 


Dat 12 hier negatief is hindert niet, omdat wij alleen met de 
quadraten der getallen te doen hebben en (—12)? = (+ 12)?. 
Nemen wij) verder = sa == 23, CETTE 
dan is 2ar—=20, 2ba=30, Ler=70, aA2Hb2 Hett =37 
en nu is 202 +302 + 702372 = 7569 —= 872, 
Eindelijk stellen wij a=1, b—=2, c=3, d=4, e=5 en v=3 
dan is Zar err Abe  P'AZC EES, 
dr Jer = 30, ad b2 Hed He? —x? 
=D 1025 403 
en nuis 62122182242 H 302 H 4624096 —= 322, 
De belangstellende lezer kan hierover meer vinden in mijn Leer- 
boek der Onbepaalde Vergelijkingen van den eersten en tweeden graad. 
EGER. 
VRAAG. Naar aanleiding der tweede oplossing van n®. 293 in 
De Vriend der Wiskunde III, 1888, bl. 148, wenschte ik gaarne 
te weten, of er eene algemeene oplossing bestaat voor de volgende 
verg. ay Ai == ten an Hy == by? WAAS 


ANTwooRrD. Eene algemeene oplossing is mij niet bekend. 
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Een cirkel te bepalen, die door drie gegeven punten 
gaat, als ’t middelpunt buiten de teekening valt of de 
straal te groot is voor den passer. 





EE 
É 
C 


IL. Om eenig punt P van boog CA te bepalen, als A, B en C 
de gegeven punten zijn, denken we ons den ingeschreven vierhoek, 
die P, A, B en C tot hoekpunten heeft. Om- aan de bekende 
eigenschap van dien vierhoek te voldoen, zal ZBAP + ZBCP 
= 180° moeten wezen, waaraan voldaan wordt door te nemen 

ZBAP = 90° — a 
ZBCP == 90° Ha 
som — 1800, 

a latende varieeren, kunnen we door ’t uitzetten der hoeken BAP 

en BCP zooveel punten P van den cirkel bepalen als we verkiezen, 


HK. Om eenig punt P/ van boog AC te bepalen, nemen we 
ZBAP/ == ZBCP/=b en laten b varieeren. 


Opmerking. De waarden van a zijn tusschen O° en 90° — ee be BG 


en tusschen 90% + Sb AB en 180° gelegen. Nemen we voor a 


waarden tusschen 90° — En bg BC en 90e hen be AB, dan krij- 


gen we de punten P/, die onder II afzonderlijk bepaald werden. 


De waarden van b zijn tusschen 0° en ee bg BC en tusschen 


1 


180° — — bg AB en 180° gelegen. Nemen we voor b waarden 
2 


tusschen mi bg BC en 1809 — ee be AB, dan krijgen we de 


punten P, die onder [ afzonderlijk bepaald werden. 
Hellevoetsluis, 5 Aug. ’88. WirLEu VALKHOFF. 


De Vriend der Wiskunde. 111. ei 


_ 


Het beschrijven van rechthoeken in eenen driehoek. 


1) De meetkundige plaats van de snijpunten der diagonalen in 
rèchthoeken, beschreven in denzelfden driehoek, en ten opzichte 
van dezelfde zijde, is eene rechte lijn. 

BE WIJS. 

Zij ABC de driehoek, en beschouwen wij 
B de rechthoeken, die behooren bij de zijde AB. 
Be Om nu de bedoelde meetk. plaats op te sporen 
gaan wij er van uit, dat het snijpunt der dia- 
gonalen identisch is met het punt, dat men 
B verkrijgt door uit het midden eener zijde, die 
BN evenwijdig is met de basis, eene loodlijn 
neer te laten op de basis, en op die loodlijn 
uit te zetten de halve hoogte van den rechthoek. De midden van 
de bedoelde zijden van de rechthoeken liggen alle op de mediaan CD ; 
men vindt dus het snijpunt der diagonalen in een willekeurigen 
ingeschreven rechthoek door uit een punt F van CD eene loodlijn 
op AB neer te laten, en het midden G van die loodlijn te nemen ; 
hoe lager men F neemt, hoe meer H tot D nadert, en bereikt F 
den uitersten stand D, dan vallen in D de punten F‚ G en H 
samen: D is dus een uiterste punt van de meetkundige plaats, 
evenals het midden E der hoogtelijn EI; in den driehoek CDI is 
nu DE een mediaan, bovendien is FH//CI, dus DE snijdt ook FH 
in haar midden, d. w. z. in G: de gezochte meetkundige plaats 
is derhalve de rechte lijn, die het midden der zijde, die bij de reeks 
rechthoeken behoort, verbindt met het midden der overeenkomstige 





hoogtelijn. 

2) Deze drie meetkundige plaatsen voor eenen driehoek gaan 
door één punt, m. a. w. in iederen À bestaat er een punt, dat 
snijpunt der diagonalen is in drie ingeschreven rechthoeken. 


BE WIJS. 
Om deze eigenschap te bewijzen, be- 


wijzen we eerst de volgende stelling : 

Wanneer men in eenen AABC de lij- 
nen AD, BE en CF door eenzelfde punt 
trekt, dan gaan ook door één punt de 
lijnen, die de hoekpunten verbinden met 
de punten, welke de zijden verdeelen in 
eene verhouding, die het omgekeerde is 
van die, waarin de zijden eerst verdeeld waren. 
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Daar AD, BE en CF door één punt gaan, hebben wij: 
FA DB EC 
BEB DO (TEA 
DB = D/C, DC = D/B, EC=E/A en EA == E/O, derhalve hebben wij: 
EE 8 TRA ° ROn m. a. w. de lijnen AD/, BE’ en CF’ 
F’A E/C D’B 


—=4. Nuis FA=F’B, FB =F/A, 


Wanneer nu in nevenstaanden À de 
lijnen DE. HI en FG bovenbedoelde ° 
meetkundige plaatsen zijn, dan merken 
we eerst op, dat de punten F,‚E en H 
op ééne rechte lijn liggen, die evenwij- 
dig is met AB, verder dat ook H,‚ G 
en D op ééne rechte lijn liggen, die even- 
wijdig is met AC, en eindelijk dat F', 
Ien D op ééne lijn liggen, die evenwijdig is met BO. 

De AA ADF, BDH en CFH zijn congruent met DFH; het 
stuk FE, dat de hoogtelijn CE in ACFH van FH afsnijdt, zal 
dus gelijk zijn aan het stuk HK, dat de hoogtelijn DK van FH 
afsnijdt, enz., en daar de drie hoogtelijnen van den driehoek DFH 
door één punt gaan, zullen ook, volgens de zooeven bewezen eigen- 
schap, de lijnen DE, FG en HI door één punt gaan, hetgeen te 
bewijzen was. C. v. D. BoscH. 


Twee bladzijden algebra uit een oud cahier. 





Onder een partijtje wiskundige boeken, die ik onlangs aan een 
stalletje kocht, bevond zich een zeer oud schrijfboek met oefeningen 
in de algebra. De mij geheel onbekende beginner schrijft o. m. 
het volgende : 

Vr. Wat nut doet de stelkunst, daar toch de waarde der on- 
bekende door redene(e)ring kan ontdekt worden ? 

Ant, Zoodanig eene vraag zal men zeker niet meer doen, nadat 
men een aantal van vraagstukken opgelost zal hebben; want dan 
zal men juist ondervonden hebben, dat het er verre af is van altijd 
de onbekende grootheid door redene(e)ring zoo gemakkelijk te vinden, 
wijl ons verstand dikwerf te kort schiet om zoo vele betrekkingen 
gelijktijdig te bevatten; men heeft dus noodig zijne redene(e)ringen, 
daaromtrent door zigtbare teekenen zich te vertegenwoordigen, en 
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elke regel in eene stelkunstige oplossing wordt zooveel als een rust- 
punt voor den geest, vanwaar hetzelve telkens een stap verder 
voortgaat. 

Vr. Kan men een vraagstuk altijd dadelijk door eene vergelijking 
uitdrukken ? 

Ant. Het gebeurt somtijds, dat men daartoe eerst eene even- 
redigheid moet opstellen , waaruit dan de vergelijking gemaakt wordt. 

Vr. Hoe verkrijgt men nu de vergelijking uit de evenredigheid? 

Ant. Door de eigenschap der meetkunstige evenredigheden, dat 
het produkt der uiterste termen gelijk aan dat der middelste(n) is. 

Vr. Helder dit eens met een voorbeeld op. 
Ant. De oplossing van het volgende vraagstuk zal het nader 
ophelderen. Een koopman, twee schepen met wijn geladen hebbende , 
en wel in het eene schip 150 en in het andere 240 vaten, betaalt 
aan eenen tol komende, voor het eerste schip een vat wijn en ont- 
vangt 6 gulden terug; voor het tweede geeft hij ook een vat wijn 
en daarenboven nog 18 gulden; nu vraagt men, op hoeveel de 


waarde van een vat wijn gerekend is geweest ? 
Wanneer men nu, ter oplossing van dit vraagstuk, ‘de waarde 


van 1 vat wijn gelijk # gulden stelt, dan heeft hij voor het eerste 
schip betaald @ — 6, en voor het tweede x + 18 gulden. 

Daar nu deze betaalde tollen natuurlijk evenredig zijn aan het 
getal van vaten, die er in elk schip waren, zoo staat dus: 

150 vaten : 240 vaten = (@ — 6) gl. : (w + 18)gl., 
waaruit, als men de uiterste termen met elkander vermenigvuldigt, 
en zoo ook de middelste, deze vergelijking geboren wordt 

150e4-2700= 240r — 1440 


— 150 + 1440 = — 150 + 1440 
4440 —= 90 
OE 
46 gl. =x. 
Hellevoetsluis, 5 Aug. ’88. WiLLEM VALKHOFF. 
Vraag. Wat is het ilatie-teeken ? X. 


ANTwoorD. Het teeken [| over letters geplaatst, als: | zyz |, 
wordt ilatie-teeken genoemd. Dr. J. G. VAN DEVENTER voerde dit 
teeken in en deelde dit voor ’t eerst mee in De Vriend der Wis- 
kunde II, (1887) bl. 223, om het gedurig product xyz te onder- 
scheiden van het voorstellen van een getal door letters. Men leest 
| zye | vyz geïleerd (samengevat). 





De zwaartelijnen (medianen) van een /\ gaan 
door Í punt, dat op Ee der lijnen van de 
hoekpunten afligt. 





E Ì 
Trek in AABC twee zwaartelijnen BE en CF, die elkaar in Z 


snijden. Als men nu de lijn EF trekt, dan is deze // aan BC en 


tevens = En BC. Verder is AEZF @ ABZC, dus 


nn me 


ZB ZO BC 2 
Het punt Z ligt dus op ee van BE en CF. De derde mediaan 


AD zou ook BE op en van BE snijden, dat is in Z. Derhalve: 


de drie medianen van een /\ gaan door 1 punt, dat op der 


lijnen van de hoekpunten afligt. 


IT. 
Zij ABC een willekeurige À en zij Z het snijpunt der 2 medianen 
BE en CF. Vereenig de midden G en H van BZ en CZ, en trek 


EF, dan zijn EF en GH beide // aan BC en — En BO derhalve 
is de figuur EFGH een parallelogram en 4 het midden der diagor 
nalen EG en FH. Men heeft dus ZE = ZG = BG = En BZ, 

Be ZH CH En CZ. Daar 2 willekeurige medianen BE en CF 


’ 


elkaar op Ee van hare lengte snijden, is ook Z hetzelfde punt, | 


waardoor de derde mediaan AD gaan moet. 
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II. 
Zij AABC willekeurig en zij 4 het snijpunt der 2 medianen AD 


en BE. Vereenig E met het midden Ivan CD, dan is BD =— En Bi 


Oe Pee ee BE. 


IV. 


Trek in AABC de medianen AD, BE en CF, dan is 
FA = FB 
DB = DC 
EC = EA 
FA.DB.EC = FB.DC. EA 
Hieruit volgt volgens het theorema van Cerva, dat de 3 1me- 
dianen enz. (Zie: De Vriend der Wiskunde I, bl, 89 en 164.) 


V. 


Trek in AABC de zwaartelijnen AD en BE en door haar snij- 
punt Z de lijn CF. De lijnen AD, BE, en CF gaan dan door 
1 punt, zoodat volgens het theorema van CEVA, 

AF.BD.CE=BF.CD, AE 
EN eN ee ed et 
2 2 2 2 


dus is AF = BF en CF de derde mediaan. 
VL 


Trek in AABC de medianen AD en BE en door haar snijpunt 
Z de lijn CF, dan moet bewezen worden, dat F het midden van AB is. 
Trek DE, dan is AB // DE en = 2DE, AF =2EJ en BF =2DJ...(4) 

Omdat AZAB » AZDE is ook AZ = 2DZ en BZ == 2EZ. Wven- 
eensis AAZF vo ADZJ en ABZF @ ZEZJ, derhalve is ook AF = 2DJ 
RMB AAN vaer. Sr sld EROL NL OEI PERM ADA REDA TEN (2) 

Uit (1) en (2) volgt dus AF — BF, dus is CF de derde mediaan. 

Trek EF, dan is AZEF va AZBC, zoodat uit BZ =2EZ volgt, 
dat CZ —=2ZF is. 


VII. 
Trek in AABC de medianen AD en BE en door haar snijpunt Z 


de lijn CF. Verleng CF met FC/ = FZ en trek AC’ en BC/. Uit 
CZ = CZ, AE=CE en BD = CD volgt, dat AC/// EZ en dat 
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BC’ // DZ is. AZBC/ is dus een parallelogram, zoodat AF — BF 
1 


en ZP= 2 = De 2, dus CZ — 22F, Uit OC’ — 20Z volgt, 
dat AC’ = 2EZ en BC’ —=2DZ. Maar AZ = BC’ en BZ —= AC/ dus 
is ook AZ —=2DZ en BZ —=2ZE. 
VIII. 
Trek in AABC de medianen AD en BE en door haar snijpunt 
Z de lijn CF, dan moet bewezen worden, dat CF de derde mediaan 
is. Trek AC’ // BE tot zij het verlengde van CF snijdt, dan is 


ZE = 5 AGS maar ZE — Ee BZ, dus AC’ = BZ. Trek BC’, dan 


is AZBC’ een parallelogram , waarin de diagonalen AB en ZC/ elkaar 
in F middendoordeelen. (Zero.) 
LA 

Trek in AABC de medianen AD en BE en door haar snijpunt 
Z de lijn CF, die AC // BE in C' snijdt, dan is AC’ = 2ZE—= BZ. 
Verder is BZF = ZAC en ZBFZ = ZAFC’ dus ABFZ 2 AAFC/, 
derhalve AF == BF, zoodat CF de derde mediaan is. 

X. 

Trek in AABC de medianen AD en CF, die elkaar in Z snijden. 
Trek DK //CF, dan heeft men AZ:ZD=—= AF : FK, maar AF =BF 
en BF:FK=BC:CD=2:1 dus AZ:ZD=2:41. De mediaan 
CF snijdt de mediaan AD in Z zoodanig, dat de afstanden van 7 
tot de uiteinden der mediaan zich verhouden als 2 : 4. Op dezelfde 
wijze bewijst men hetzelfde van de mediaan BE, derhalve: de 3 
medianen van een ÖÀ gaan door 1 punt. 

XI 

Trek in AABC de zwaartelijnen AD en BE, die elkaar in Z 

snijden. Trek CF door Z, dan moet bewezen worden , dat AF == BF is 


AABE = ACBE AABD = AACD 
AAZE = ACZE ABZD = ACZD 
dus AABZ=AÁACBZ dus AABZ = AACZ 
derhalve is ook ABCZ—= AACZ. Omdat ABCZ : AACZ = BF: AF 
is ook AF =BF en CF de derde mediaan. (Zero.) 
XII. 


We vonden in XI dat ABCZ —= AACZ is, waaruit volgt, dat de: 


hoekpunten A en B op gelijke afstanden van CF liggen, zoodat CF 
de derde mediaan is. 


se 
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XIII. 
Trek in AABC de zwaartelijnen AD en BE, die elkaar in Z 


snijden, dan is DA = sn AD. Als Z/ het snijpunt der derde zwaar- 


telijn CF met AD was, dan zou eveneens D= AD zijn, dus 


DZ == DZ’ wezen, zoodat Z en Z’ samenvallen en de 3 medianen 
door 1 punt gaan. (Zero.) 


XIV. 

Trek in AABC de medianen AD en BE, alsmede DE. Omdat 
DE // AB is ABDE een trapezium, waarvan de opstaande zijden 
elkaar in C snijden en waarin Z het snijpunt der diagonalen is, 
„ zoodat CF, door 4 getrokken, de derde mediaan is, daar de lijn, » 
die in een trapezium het snijpunt der diagonalen met het snijpunt 
van de verlengde opstaande zijden verbindt, de evenwijdige zijden 
middendoor deelt. 


XV. 


Trek in AABC de medianen BE en CF en door haar snijpunt Z 
de lijn AD, alsmede de lijn LM // BC, dan is 


LZ: BO=FZ:FC=1:3, dus Dz BO 


Everon ZM En En BC, dus LZ = ZM. 


Maar LZ : ZM =BD : CD, dus is ook BD = (GD en AD de derde 
mediaan. (Zero.) 
XVI. 8 
Trek in AABC de medianen BE en CF en verleng die tot zij 
eene lijn // BC door A getrokken in O en N snijden. Trek AD 
door het snijpunt Z der medianen, trek BN en CO. 
‚Omdat BF = AF en AN // BC is, is ABCF 2 AANF, dus AN == BC, 
Evenzoo is AO = BC. 
Verder is ABZD w AAZO, dus BD: DZ = AO : AZ 
ACZD @ AAZN, dus CD :DZ=—= AN : AZ 
maar AO — AN, dus is ook BD = CD en AD de derde mediaan. (Zero.) 


XVII. 
Trek in AABC de medianen BE en CF, door haar snijpunt Z de 
lijn AD. Trek EF; deze snijdt AD in P. Nu is AFZP @ ACZD, 
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au ' Zat AD üb” AD. Trek DE, dan is 
3 2 3 | 
AABZ «2 ADEZ, omdat ZAZB = /DZE en AZ : DZ—=BZ:EZ—2 :4 


dus DE//AB en BD =CD, derh. AD de derde mediaan. (Zero.) 
XVIII. 


Trek in AABC de medianen BE en CF en door haar snijpunt 
Z de lijn AD. Trek ZQ// AB en ZR//AC, dan heeft men 


BQ: BC = FZ: FC, dus BQ — En BO vene fe BC. 


Üi D= DP = 


BQ:BD=AZ: AD =CR:;CD, daar BQ =CR is ook BD = CD 
en AD de derde mediaan. (Zero.) 


XIX. 


Trek in AABC de medianen BE en CF, verleng ze en trek AD 
door Z. Construeer op BZ en CZ de parallelogrammen BZAC/ 
en CZAS, dän-is BO/—= AZ =CS en BC’ ||CS. Trek CS, dan is 
BCOSC’ een parallelogram, waarin AD, door het snijpunt Z der 
diagonalen AS en CC///CS getrokken is. Derhalve is BD =CD - 
en AD de derde mediaan. (Zero). 

XX. 

Trek in AABC de medianen BE en CF en door haar snijpunt Z 
de lijn AD. Trek FT//BE, dan is AT=TZ. Trek TE; omdat 
AE — CE is TE//CZ, dus ETFZ is een paralielogram , bijgevolg 
EP = FP, derhalve ook BD = CD en AD de derde mediaan. (Zero.) 

XXT. 
Trek in AABC de medianen BE en CF en door haar snijpunt Z 


de lijn AD. Trek EI en FU//AD, dan is BG — GZ sei BZ = ZE. 


De mediaan BE wordt dus in G en Z en evenzoo de mediaan CF 
in Zen H in 3 gelijke deelen verdeeld. Hieruit volgt dat 
BU= DU=DI en CI —= DI = DU. 
De 4 stukken der basis zijn dus gelijk, derhalve is BD —= CD 
en AD de derde mediaan. (Zero.) 
XXII. 


Trek in AABO de medianen BE en CF, die elkaar in Z snijden. 
Onderstellen we, dat eene lijn uit het midden D van BU door Z 


„De Vriend der Wiskunde, IV. Á 
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getrokken, niet door A ging, maar AC in A/ en het verlengde van 
BA in A/ sneedt, dan zou men hebben, na door Z de lijn LM // BC 


getrokken te hebben, 


Le BOURNE Sn of DZ = dE 


AM==en GD, dus tie AED ANDELDZ LADA 
3 3 3 
Hieruit volgt DA/ == DA”, dus A/ en A” vallen samen in A, 
zoodat de lijn uit het midden D van BC door Z getrokken door A 
gaat en dus de derde mediaan is. (Zero.) 


XXIII. 
Men had in XXII ook kunnen zeggen: 
VN ee AM; A/C. 
AOM SiS iel 
2 1 1 





Nufis OM LORE an ee AO ESAG 
3 3 2 3 
dus A/C —= AC, zoadat A/ met A samenvalt en de lijn uit D door 
/, getrokken de derde mediaan is. (Zero) 
XXIV. 


BE en CF zijn medianen, die elkaar in Z snijden. De- hoogte- 
lijnen van AABC noemen we h,, h, en h De loodlijnen uit F 





op AC en BC neergelaten zijn ih en 5 h,. Dus de loodlijnen 


uit Z op AC en BC neergelaten verhouden zich als h, : h,. Evenzoo 
verhouden zich de loodlijnen uit Z op AB en BO als he: h, dus 
de loodlijnen uit 4 op AB en AC verhouden zich als h,: hj. Trekt 
men nu AD door Z, dan verhouden zich de loodlijnen uit D op 
AB en AC ook als A, : ho. 

Noemen we die loodlijnen m en „, dan is 


Mee e= eN NAE eeN ben on Ns vent En 
Denkt men de hoogtelijn hj, getrokken, dan is 

A DDB ae at eN (2) 
Denkt men de hoogtelijn h‚ getrokken, dan is 

mh BDMIBOR ILES NE (3) 


Uit (1), (2) en (3) volgt BD = DG, AD is dus de derde mediaan. 
(Zero.) 


Twee meetkundige eigenschappen. 


L. Als men in een punt der doorsnede van twee vlakken buitenwaarts 
loodlijnen op deze vlakken opricht, is de uitspringende hoek, welke 
deze loodlijnen samen maken, het supplement van den standhoek 
dezer twee vlakken. 

Bewijs. Als A het punt in de doorsnede, AC 
en AD de loodlijnen zijn, dan staan CA en DA 
loodrecht op de doorsnede AB der twee vlakken. 
Maar dan staat ook AB loodrecht op het vlak, 
dat door CA en DA gebracht de gegeven vlakken 
volgens AE en AF snijdt, zoodat /EAF de stand 





hoek der gegeven vlakken is. 


Nuis ZDAC + /DAF + ZFAE + ZEAC = 3600 


en ZDA ZREAC == 90% 
derhalve ZDAC + ZEAF = 180° 
zoodat ZDAC het supplement van den standhoek is. 


IL. Als men in het toppunt van een drievlakkenhoek buitenwaarts 
op elke zijde eene loodlijn opricht, dan zullen deze 3 loodlijnen de 
ribben zijn van een anderen drievlakkenhoek, waarin de zijden de 
supplementen zullen zijn van de hoeken van den eersten, terwijl de 
hoeken van den nieuwen drievlakkenhoek de supplementen zullen 
zijn van de zijden van den eersten drievlakkenhoek. 

Zij: Ta L op de zijde BTC, 

CASE DP Dier Drs ALO 
Torre ADA ER 
dan heeft men 

Tatil op: BTO) due L ops Beene EO 

RB ltr ATCHS oort VAE 

Fereke ni lATB montes vi PA ne (LB. 
Hieruit volgt ook 


TBN Ta DTE hade keer MDR ole 
TOR NBar d: TON ADAM Ied pl Dea TA 


Nu is, volgens de voorgaande stelling, ZaTb, dien de lijnen 
Ta en Tb maken, het supplement van den standhoek der vlakken 
TCB en TCA, waarop Ta en Tb loodrecht staan. Hetzelfde heeft 
plaats met de lijnen TA en TB ten opzichte der vlakken TecB en Tca, 
Hieruit volgt, dat wederkeerig de zijden van den eenen drievlakken- 
hoek de supplementen zijn der (stand)hoeken van den anderen. 
D. i: De drie loodlijnen vormen een drievlakkenhoek, die con- 





gruent is met den pooldrievlakkenhoek van den oorspronkelijken 
drievlakkenhoek. 


361. 





OPLOSSINGEN 
der opgaven 361—380. 


Als men in een rechthoekigen A de scherpe // middendoor 
deelt, vindt men de volgende zes eigenschappen. Kortheids- 
halve noemen wij den AABC; de zijden BC=a, AC=b, 
AB =ec; de bissectrices AE =p en CF —=gq; haar snijpunt O ; 
de stukken AO ==, OE=p—er, CO=y, Of =gq-=y, 
BO =szn{OD LAC OG LBC OAD): 
1 
Ay a 
HI) #°—y*=b(e—a). 
HI) «y= Es — a): ae (s —c) —= pa(s— a) : ge(s—C) 
c a 

IV) p:g=eclp—er): alg —y). 

Vv) e:p—@)=(s— a): (s—b); y: (gy) =(8—C): (s—b)- 
VL) ape) | epe} Lya” 


Friso. 
OLPIL OSS T 'NYG: 
4 
k == 
) RU neon ed 
AABE wi AADO Pp EA0 Se AD ER (1) 
AOBE #4 ACGO,g" 5/00 =O DES (2) 


uit (1) en (2)pq: AO.CO=ac: AD.CD.... (3) 

Beschrijf den ingeschreven cirkel en stel OD 
== f danis AD== AH, CD SCG BG== BH; 
dus (AD + CD)? == (AD +7)? + (CD +7)? 


AD2+2AD.CDHCD? —=AD?H2AD.r Jr CDH2CD rr? 


QAD.CD — 224 (AD +CD) 
AD .CD = #2 J- r(AD+ GD) 
AD.CD+AD.CD= 2 HAD .CDHr.ADHr.CD 
2AD . CD (AD nt (AD ater) GD 
(AD +1) (CD +7) = AB. BC 
AD.CD SIEA BREDE 
2 2 


‘Dit in (3) gesubstitueerd , geeft 


of 


pq: AO. CO=ac: Sac?! 


zy =AO.CO=- p4, dbâe: 
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Het halve product der bissectrices der scherpe /{ eensrecht- 
hoekigen driehoeks, gemeten van het hoekpunt tot de overstaande 
zijden, ìs gelijk aan het product der stukken dezer bissectrices, 
gemeten van het hoekpunt tot haar snijpunt. 

IL.) 2. — y* = b(e — a) 

AO2= AD? +OD?, CO? = CD? + OD? 
AO2 — CO2—= AD? — CD? = (AD + CD) (AD — CD) 
of myrb(e)— (ar)| —=b(e—a), d.i. 

Het verschil der quadraten der stukken der bissectrices, ge- 
meten van het hoekpunt tot haar snijpunt, is gelijk aan het 
product der hypotenusa met het verschil der rechthoekszijden. 

Aanteekening. In een willekeurigen AABC is 


== en Oje dus 
S s 


bels — ad) —ab(s—Ce) _ bjele— a) — als —0)| 
s s 
— b(e—a). Zoodat deze eigenschap voor alle AA geldt. 


cry? = 


EERE Sop LE (Ss — 4) As — €) = pals —a): gels — €). 
c a 


Men heeft AH + BH =e, BG + CG = a, AD + CD =b, waaruit volgt 
CD = CG =s—e, AD=AH=s—a, BG = BH = s-—b 
ACBF @ ACGO 
AABEx» AAHO, en ACBF » ACGO 


AE: AO SAB: AH CH HCO GBE 
Opa oa aen t (3d) diye, 4 ink) 
p= (sa) U= a l80) 

a 


mij L (s —q): Ae — o)=pals—a): gels—) 


IV.) p:q=eclp—er): alg —y) 
OE=p-r=p Lea Ale e—o= Eed) 
OF=qg gmg dee) =H s—)= A (s—D) 
4 a 
dus pmilget: L 
Cc a 


of p:q=elp—e): UQ — Y). 
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V.) w:(p—a)=(s—a):(s—b); y:(q—y) =(S—eC):(s—b) 
AO:OE=AH: HB en CO; OF == CG: BG 
Pp els — a) (e—D, Ve): (8 —b) 
VI) ap otydg gt) = |t Hp)! tg)? 
Trek de bissectrix BO, dan is in de AA ABE en CBF 
AB: BE = A0: OE en Boi 00E 


c:BE= « : (p—x) a:BF= y :(q—y) 
ER Brey) 
a y 
AB? + BE? — AE? BC? + BE? —= CF2 
pi ep — 2x)? pt art aq — y)? ke 
L* y2 
Ha? (pe)? =p a agt (a —y)?)= gy? 
Di PEELEN rie EEE 
vt (pr) ye + (q — 9)? 


p:g=elp—er:alg—y) uit . Ames Gil A EIO ee NLS 
® OUDE) U Vree 
Ae nag SM a NT 
p*:qg (p—)?: alg — Y) EDT aaien 
Er Pe Mer 
waaruit. ee rele == RUE of 
HA PE) Eg) 


Pp)? pg — YI | 2E (Pe)? : Lya)? ha Erisd? 
362. Als men op de zijden van een willekeurigen À gelijkzijdige A À 
beschrijft en de zwaartepunten dezer AA door rechte lijnen 
vereenigt, verkrijgt men weder een gelijkzijdigen LN 
(Zie: Supplement IL, n?. 224.) Friso. 
OSP S ASN KG 





Op de zijden van AABC zijn 
gelijkzijdige AA beschreven. Ver- 
eenig de zwaartepunten O, H, G, 
I der 4 AA en trek in de vier 
AA de noodige zwaartelijnen, be- 
nevens de lijnen AE, BF en CD, 
dan heeft men: 

AL: OLS KL HSS 

BN -ON-=—= EN INGE 

CK : OK: DK AGREE 2 
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Uit deze evenredigheden volgt 

1° OG//CD, OH//AE, OI// BF 

OOH AE Oli BE. 

3 3 3 

Reeds vroeger is bewezen (De Vriend der Wiskunde ill (1888) 
blz. 28, n°. 224), dat de lijnen AE, BF en CD door één punt 
gaan, gelijk zijn en elkaar onder hoeken van 1209 snijden. Het 
blijkt dus, dat OG =OH=—=O0I en dat hoek GOH = HOI TOG 
= 120°. Maar dan zijn de AA GOH, HOI en TOG congruent, 
zoodat GH —= HI =IG. 

AGHI is bijgevolg gelijkzijdig. M. Simons. 


363. A. werkt aan zeker werk T van den tijd, dien B. behoeft 


om het geheele werk af te maken, waarna het door den laatste 
voltooid wordt. Hadden zij samen gewerkt, dan zou men in 





RE dag klaar zijn gekomen en A. zou in dit geval 


van het geheele werk minder hebben gedaan, dan hij nu 
verricht. In hoeveel dagen kan elk het afzonderlijk doen ? 
(J. Versluys, Rek. Vrgst. Gev. $ 9, n?, 33.) pe 
(Verg. ex. Sassenheim, 1875). 


OEPAE tOASESAE NE Gi 


A en B doen samen dagelijks van ’t werk af. Stel dat A 




















daarvan en B Rele HEt ‚ dan kan A ’t werk in kon 
100 100 
4 100 ] 

B in En dagen afmaken. Men heeft nu 

sd 

RAAK Orte (AP ed, jute AE A 

Á 9x 100 9 100 45 

of 3x af 5e +7 
A(0 — #) 45 
“waaruit Or A70 450 


yen nn (17 + WV 20449) eek voldoet, de negatieve waarde 





_— 3 Gh vervalt. A kan dus het werk in 25, B in 20 dagen 


verrichten, M. Simons. 
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TWEEDE OPLOSSING 
Stel, dat A voor ’t geheele werk x-keer zooveel tijd noodig heeft 


als B, dan doet A in *t eerste geval het van ’t werk. 














x 
In het tweede geval doet hij het à van het werk, dus À 

1 tr 

RT, == ‚waaruit. — — 70 u Suid = ED De nega- 
HTS Ue 56 TENT E 


tieve waarde vervalt natuurlijk. 

Kon A nu ’t werk in 5 en B in 4 dagen verrichten, dan deden 
ze het samen in Je dag. Ze doen ’t werkelijk in LE d.i. 5 X de 
dag, zoodat A het werk alleen in 5 X 5 of 25 dagen en B in 
9 X4 of 20 dagen doet. H. de Groot. 
364, Beschrijf in eenen gegeven kegel den cilinder met maximum 


oppervlak. 
C. A. Cikot, Stereometr. vraagst., n°. 114. C. v.d. Bosch. 


OrP eb OSS ENE Ge 


Zij AATB de doorsnede van den kegel, de recht- 
hoek CDEF die van den cilinder; noemen we MB — n, 
MT =h, enstellen we CD ==, MD =y. 

CD//TM, dus z:h=(r—y):r 
Mr — rt 
h 


2nar (h — ©) 


re =hr—hy, y= 





Nu is rond oppervl. cilinder CDEF —= 


Alleen het product «(h— a) verandert hierin met x; wil het 
oppervlak een maximum zijn, dan moet dit product dit ook zijn. 
Nu is de som der factoren standvastig — h; het product is dus 


maximum voor © = he de cilinder met maximum-oppervlak heeft 
dus tot hoogte de helft der hoogte van den kegel. _C. v. d. Bosch. 


365. Als in eene vierzijdige pyramide een rechte kegel kan worden 
beschreven, dan maken de zijvlakken gelijke hoeken met het 
grondvlak; verder zijn de sommen der overstaande zijvlakken 
gelijk, en eindelijk zijn in den viervlakkenhoek aan den top 
de sommen der overstaande zijden gelijk. 

C. A. Cikot, Stereometr. vraagst., n°. 275. C. v. d. Bosch. 
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OPLOSSING. 

Laat het grondvlak van den kegel de 
ribben AB, BC, CD en DA raken in de 
punten E‚ H‚ Gen F; verbinden we deze 
raakpunten met den top T; beschouwen 
wij nu de AAMTF en MTE; deze zijn 
congruent (MT gemeen, MF — ME en 
ZFMT == EMT = 90°), waaruit volgt : 
ZF = ZE; waarmede het eerste deel 
bewezen is. Onmiddellijk blijkt, dat de 
apothema’s TE, TF, TG en TH gelijk zijn, en daar AB + DC 
—= AD + CB (omg. vierhoek), zoo is ook: Opp. ATD + Opp. TBC 
— Opp. ATB + Opp. TDC. (Men kan deze gelijkheid ook bewijzen 
met kehulp van bovenaangetoonde congruentie.) 

Uit bovenstaande congruentie volgt nog : 

ZATR LATE 
eveneens ZETB = ZBTH 
AOTG == AEH 
ADT ADTER 








…L 
ZATB + ZCTD = ZATD—+ ZBTC. CO. v.d. Bosch. 
366. Van een gelijkbeenigen A is de basis 2. Beschrijft men op 
deze basis als middellijn een halven cirkel, dan is de boog 
tusschen de opstaande zijden gelegen 1209, Bereken zoo een- 
voudig mogelijk het oppervlak van den driehoek. 
H. W. Schmelling. 
OPLOSSING. 

Zij AABC gelijkbeenig, AB == 2, boog DE 
— 120°. Dan is ACB = ne be AB 5 be 
DE==30°, dus /ACM =15°. Beschrijf op AB 
den gelijkzijdigen AABF, dan is FM = Ka, 
ZCAM = 90° — 150 == 750, ZFAM — 60° dus 
ZCAF = 15e derh. AACF gelijkbeenig , dus CF 
—AF=AB=2, CM=CF+FM=2 +3 


en Opp. AABO= 5 AB. OM=2 +3. 





H. W. Schmelling. 
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LW E: BADSEN TOSRAUO SCS BENUGA 


Trek BD, dan is BD | AC, ZABD = bg AD = 150, ZBAD 


te) ie 


= 75°, ZDBC —= 600, dus BC —= AC—=2BD. Stel BD =x ‚ dan is 
Opp. AABO = 5 BD. AC ==? CD = #3, AD=(2—V 3e, 
AB? — AD? + BD? = (7 — 4V/3)a? Ho? = UQ — 3? = 
1 
TEE V pp 
V. d. Wal & Verborgh, W. A. W. Moll. D. A. Vermeulen. 


> 


dus #2 == 


DER DE OP HO Sns NSE 


Beschrijf uit C met CA als straal een cirkel, dan is, omdat 
ZC = 30°, ACAB middelpunts A vân den ing. reg. 12 hoek, 
waarvan de zijde AB — 2. Nuis AB=rV(2—W3)=2, dus 


9 1 1 1 

VE BDS AGE Opp. AABC = —_BD.AC 
VR) 5 gu hten 9 
1 1 

rl 
zee ara en 


A. de Groot, Gabriëlse, H. de Groot, C. Visser. D.A. Vermeulen. 


VICE B DEE POSPBIOSS SING 


Trek DE, dan is DE, zijde van den ingeschreven reds del/8 
MI —= V (MD? — DI) — En ACAM »@ ACDI, dus 


CM: CI= AM : DI 

CM — CI: AM — DI = CI: DI 
MI: AM — Dl = CI : DI 
4 


q 1 
em tE 3 CTED 
5 ari re 


Glee) CM =CI+IM=2 +43 
Opp. AABO= Â_ AB. OM =24 8. Luctor. 
2 J. v. d. Sandt. 


(Zie bl, 83, Hoofdacte ex. Vrgst., 1888, meetk. no. 1, waar 
boog DE == 90° genomen is.) 


o1 


367. Bepaal de meetkundige plaats der punten, wier afstanden tot 
2 gegeven punten eene gegeven verhouding hebben. 5. 


Oena 0e Sn lN. G 


Laat A en B die punten zijn en p:q 
de geg. verh. We bepalen vooreerst op 
de lijn AB en haar verlengde de punten 
C en D zoodanig, dat wij hebben AC : CB 
=p:gen AD:BD =p:g. Vervolgens 





bepalen we nog een punt E‚ zoodat wij 
hebben AE: BE =p: g. 

We hebben nu 3 punten der meetk. plaats en aangezien deze 
piet in één rechte lijn liggen kan de meetk, pl. geen rechte lijn zijn. 

Trekken we de lijnen EC en ED, dan deelen deze ZAEB en 
diens supplem. blijkbaar middendoor, en staan dus loodrecht op 
elkaar. Het punt E ligt derhalve op den cmtrek van een cirkel, 
die door C en D gaat en wiens middelpunt F op het verlengde van 
AB ligt. 

We komen daardoor tot het vermoeden, dat die cirkelomtrek de 
meetkundige plaats zal zijn. | 

Dit aan te toonen, daartoe strekke het volgend betoog, dat uit 
den aard der zaak tweeledig moet zijn. 

Ten eerste zullen we bewijzen, dat elk punt van dien omtrek 
aan de gestelde voorwaarde voldoet, en ten tweede, dat geen ander 
punt voldoet. 

41° Bewijs. Vereenigen wij een willekeurig punt G van den cir- 
kelomtrek met A en B en het middelpunt F met G en E,‚ dan 
hebben wij: 

ZCAE + ZAEC = ZECF = ZCEF = ZCEB + ZBEF 





ZAEC — / CEB 
ZCAE e ZBEF 
De AA BEF en EAF zijn dus «2, en hebben we: 

AF : EF — EF : BF — AED rr (1) 
of AF:FG=FG: BF waaruit volgt AAGF w AGBF 
en kunnen we dus ook schrijven 

AF:FG =FG:BFE=AG: BG; 0.0 €. (2) 


Uit (1) en (2) volgt weer AE :BE=AG:BG. Elk punt van den 
cirkelomtrek behoort dus tot de meetkundige plaats. 
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2e Bewijs. We nemen een punt H buiten den omtrek, en ver- 

eenigen dat met A en B; dan hebben wij aan te toonen 
AH : BHO often sg: 
Voor het punt K,‚ waarin AH den omtrek snijdt , hebben wij 
AKS Bg: | 
Jit H trekken we HI//BK dan is 
AK: ZBK = AH (HIS: 

en daar BH) HI heeft men dus AH:BH{p:g. 

Een overeenkomstig bewijs geldt voor een punt binnen den omtrek. 

We hebben nu aangetoond, dat al de punten van den omtrek 
voldoen en deze alleen. De cirkelomtrek is dus de meetkundige 
plaats. Balder. 


368. Eene partij koopwaren kost f 119Â,34. De K.G. kost 71,5 cent. 
Welk cijfer ontbreekt ? 
(Rekenkundig op te lossen.) W. Valkhoff. 


ONPSTLÓ SIS MTEN SG 


In den prijs zit den factor 1; die moet dus ook in de totaal- 
som zitten; derhalve moet wezen: 
(B 4-9 H-1) (4 HAHA) = 8— A= 11-voud = nul, 
want anders wordt À negatief, dus A= 8. 
De partij is 1676 K.G. W. Valkhoff. 


369. Verdeel 125 in twee deelen, zoodanig dat het eene deel door 
10 en het andere door 13 deelbaar zij. 
(Eindex. Gymn. Doetinchem, 1886.) Alph. F. Ockerse. 


ORP Lr OnS a5 AEN 


Omdat het eene deel een í0-voud is, eindigt het op een O, zoo- 
dat het andere deel, dat een f3-voud is, op een 5 moet eindigen 
en niet anders dan 65 zijn kan. Het eerste deel is dus 125 —- 65 == 60. 

Vv, d. Wal & Verborgh; J. v. d. Sandt; W. — v.d. T; R. Die- 
bels; Z. V. S.; A. de Groot; H. W. Schmelling; J. v. Hoek; R. 
Koen; A. G. Vermeulen; L. Navis; Arno; Gabriëlse. 


ALGEBRAÏSCHE OPLOSSING. 


Men heeft de volgende onbepaalde vergelijking 10x +- LSV 
waarin # en y geheele positieve getallen zijn. 
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10x = 125 — 134 Omdat 4 positief geheel moet 
gn 5—3y zijn, is y=5 —10p ) 0 
10 derh. pl 
Stel 5 — 3y NE RAA 
10 zoodat 10x —= 60 en 13y = 65 
EE he det z de gevraagde getallen zijn. 
3 Alph. F. Ockerse. 
eet 
Stel En 
5 p 
dan is z=3p—1 


en v=6 5 13p 

J. v. d. Sandt; J. J. C. Ament; P. Persijn; C. C. B Ahorn; 
C. Visser; J. Pull; B. J. van Wagensfeld; J. v. Hoek; Z. NERI 
W. A. W. Moll; D. A. Vermeulen ; H. de Groot; V.d. Wal & Verborgh. 


370. Van een afgeknot recht vierzijdig prisma met een willekeurigen 
vierhoek tot grondvlak, is, behalve het grondvlak, de lengte 
van drie opstaande ribben gegeven. Construeer de lengte van 
de vierde opstaande ribbe. (Verg. ex. Tholen 1888). Luctor. 
(W. H‚ Wisselink, Vrgst. Vormleer en Wisk. Aardrk., S4,n°.7). 

ORB TON Sn En NDC, 

Zij ABCDEFGH het afgeknot prisma, dat 
een willekeurigen vierhoek ABCD tot grond- 
vlak heeft, en waarvan de drie opstaande 
ribben AE, BF en DH gegeven zijn, terwijl 
de vierde opstaande ribbe CG geconstrueerd 
moet worden. Brengt men door de overstaande 
opstaande ribben AE en CG een vlak, dan 
snijdt dit het grond- en bovenvlak volgens de 
diagonalen AC en EG. Eveneens snijdt het vlak BDHF die beide 
vlakken volgens de diagonalen BD en FH, terwijl deze vlakken 
elkaar volgens de lijn IK snijden, welke loodrecht op het grond- 
vlak dus ook L op AC en BD staat, omdat de vlakken ACGE en 
BDHF door ribben gaan, welke L op het grondvlak staan. Omdat 
het grondvlak bekend is, is ook de diagonaal BD bekend, alsmede 
het snijpunt 1 der diagonalen AC en BD, zoodat het snijvlak BDHF, 
dat een trapezium is, geconstrueerd kan worden, waardoor de lijn 
IK bekend wordt. 


hl 
„27 


‘ 
Met 
pe 
Nereis 
DPA an 
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Van het snijvlak ACGE, dat ook een trapezium is, zijn nu AG 
AE, het punt I in AC en IK bekend, zoodat trapezium AEHT te 
construeeren is, waarna door verlenging van EK en door in C een 
loodlijn op AC op te richten CG geconstrueerd is. Luctor. 


371. De standen der wijzers van een uurwerk te vinden, waarvoor 
de wijzers bij verwisseling weder een mogelijken stand aanduiden. 
(Verg. ex. Zutfen, 1886.) J. M. Thiel. 


OP 0 SA ALANG 


Beschouwen wij den stand, waarvoor de boog van de wijzerplaat 
tusschen de XI en den uurwijzer, gerekend in den zin der wijzer- 
beweging, p minuutsafstanden bedraagt, waarin p een geheel of 
gebroken getal kleiner dan 60 is. Zij q dezelfde boog met betrek- 
king tot den minuutwijzer, dan is q—=12p — 60n, waarin » het 
aantal geheele omwentelingen van den minuutwijzer voorstelt. Zal 
de stand bij verwisseling der wijzers een mogelijke zijn, dan moet 
dus wederkeerig p =12g — 60m zijn, waarin m een geheel getal, 
dat het aantal rondwentelingen voorstelt, die de minuutwijzer, in 
de plaats des uurwijzers staande, zou moeten gemaakt hebben , om 
den uurwijzer van de XII in den stand te brengen, dien oorspron- 
kelijk de minuutwijzer innam. Substitueeren we voor q in de 2° verg, 
de waarde uit de 1e verg., dan komterp =144p — 720n — 60m 
E4 (12n + m). 

143 

Door hierin voor ” en 1m beide onderling gelijke of verschillende 
geheele positieve getallen (ook 0) te substitueeren, vinden we de 
verschillende waarden voor p. Daar we evenwel alleen die waarden 
in aanmerking nemen, die {60 zijn, moet 12n + 1m { 143, terwijl 
tevens n S 11 en in <11. 


of p= 





Het aantal waarden, op deze wijze verkregen, bedraagt 143. 
Substitueeren we voor n en m gelijke waarden, dan vinden we 
de standen, waarin de wijzers elkander betrekken. 








de Voorbeeld: n0 end 
p= elek OE 3 . Stand: Sn minuut over XII. 
143 143 143 
2e Voorbeeld: en mel (wijzerbedekking) 
60 5 5 5 En 
mj NE miij el Ode 0 SE LEE 
IT al rand 1 11 1 


minuut over L. J. M,. Thiel. 
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Tee Er Da ROAD Dt Oor sd, NG. 


Van O tot 12 uur neemt de uurwijzer alle standen in. Met elk 
van die standen komt een stand van den minuutwijzer overeen. 
Staat de uurwijzer op me minuten na 12, dan staat de minuut- 
wijzer op 12m minuten na 12, waarvan men de veelvouden van 60 


voor de geheèle omloopen moet aftrekken. 


Verwisselt men de wijzers, dan staat de uurwijzer op 12m en 
de minuutwijzer op mm. Als echter de uurwijzer op 12m staat, 
moet de minuutwijzer op 1Î44m staan. De voorgaande stand is 
dus slechts mogelijk als 144m en m een veelvoud van 60 ver- 
schillen, dus als 143m =60w, waarin w elk der geheele getallen 
van 1 tot 145 kan zijn, zoodat er 143 verschillende oplossingen zijn. 

60 


Stelt men bv. w={, dan is m = Taa dat wil zeggen, dan 





minuut cver 12 en de minuutwijzer 





staat de uurwijzer op 
op 12 X Rr ER e 


: minuut na 12, Verwisselt men dan de 
143 143 





2 wijzers, zoo komt de uurwijzer op ze minuut na 12, 


minuut voorbij 





of op En minuut na Î en de uurwijzer op 
143 





12, dat is op minuut voorbij den stand, dien hij om 1 uur innam. 


143 
(Journal Elém. (J. Versluys, Meth. Opl. Rek. Vrgst II, $ 114.) 


372. Bereken ‘x uit: 








d C) €) 
1 Med 30 Pk 60 EE 120 hd 240 BE 
9 C or 3 ot 


(Verg. toel. ex. Artill. Cursus, Delft, 1888.) 
OER SS ING: 

















/ Ä 
DOLE rook eeen pe El Len re lieel f 
i o? 3 at E 
30 
de som dier reeks —__—_—_——= En A seh En ella: ' 
/ ( 2 ) oe dE Mind 
EEE 
1 30 02 30 
Ne Of Iii + 2)2—=60 
BAE 9 e+ 2 ) 9 xt’ ge ) 


edt 1benv=—-2WW/15. J. v.d. Wallen G. Verborgh. 
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373. Herleid tot de eenvoudigste gedaante: 
( 1 1 3 3 3 Ae 
VAN en ee 
(Verg. toel. ex, Art. Cursus, Delft, 1888. 
O PLO SRDeieN Ge 


1 4 2 3 3 2 

Vilt 5) (ae VS) 
ij br ttva En —V5)| =/ le 
AVD VD VE VED 


Alle inzenders. . 


374, Een lading tarwe, gekocht voor f 20000, wordt in drie par- 
tijen verkocht: de eerste voor f 13000, de tweede voor f 5240 
en de laatste en kleinste voor f 2650. De winst per last is 
10, f12 en f 15, en op de eerste partij wordt f 260 
meer gewonnen dan op de tweede: hoe groot was iedere partij ? 
(J. Versluys, Rek. Vrgst. Gev. S15, n°. 24)( Rotterdam 1877). P 


OTREL ONS (SIEGNENEE 
Ware op de 2° partij evenveel gewonnen als op de 1°, dan was 
de verkoop dier partij geweest f 5240 + f 260 = f 5500. In dit 
geval was de verkoop der 1° partij f 7500 grooter dan die der 
2e partij, dus is ook het verschil in inkoop dier partijen f 7500 geweest. 
f 1500 — Ea f 20000, dus is de 4° partij De van de lading 


grooter dan de 2°. 

Stellen we dus de geheele lading (in lasten) voor door 8x en de 
tweede partij door y, dan is de eerste partij (y + be) en de derde 
(Sax — 2y) last. 

De geheele winst is (/ 13000 + f 5240 —+ f 2650) — f 20000 
— 890 gld. 

Aangezien de winsten per last f/ 10, f/12 en f 15 zijn, kunnen 
we nu schrijven: 


(y + 32) X10 Hy X12 + (Br — Wy) X15 = 890, 
of: 105% Be 800 DE, Se A) 


Verminderen we de totale winst met / 260, dan rest: 2maal de 
winst op de 2° partij + de winst op de 3° partij , zoodat we hebben : 
ZXyX12 + (Bar — Wy) X15=630, 
‚of: TIE OY 0D en ns a (2) 
Uit (1) en (2) volgt: e= 10 en y = 20, waaruit we vinden : de cerste 
partij was 50 last, de tweede 20 last , de derde 10 last. H.de Groot. 
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375. Door een punt binnen een cirkel een koorde te trekken, welke 
door dat punt in stukken wordt verdeeld, die evenredig zijn 
met twee gegeven lijnen. (De constructie uit te voeren.) 
(Lit. Math. ex. Oct. 1888). 

(J. Versluys, Mtk. Vrgst. II, blz. 63 no. 7 (alg. opl.) 


Oeben: ToNL 0, 


Zij M de gegeven cirkel met het punt Pen AB 
de gevraagde koorde, die door P zoodanig ver- 
8 deeld wordt, dat AP :BP =m:n. 

Men vereenige A met Men trekke BD//AM, dan 
zijn de driehoeken APM en BPD gelijkvormig en 
MPG PD ESIMAE BD APS BP == nt: »l! ofs als 
NEDO MARE P IS a PD Sr BD == mm: n ; waaruit 

PD= LL, PDL. 
m m 
Het blijkt nu, dat de ligging van D en de lengte van BD stand- 


vastig zijn, zoodat de meetkundige plaats van ’tpunt B een cirkel- 
omtrek is. 











an 


Constructie: Construeer PD — bi BD 2E ; bepaal ver- 








volgens, door PD op ’t verlengde van MC uit te zetten, de ligging 
van D en beschrijf uit D met BD als straal een cirkel. De lijn, 
uit het snij- of raakpunt B der cirkels M en D, door ’tpnnt P 
getrokken is de gevraagde. M. Simons. 
376. De som van de uiterste termen eener meetkundige reeks van 
3 termen is 25; het gedurig product der 3 termen 1000. 
Bepaal hieruit die reeks. 
(Eindex. H. B. S. 1888). 
Oet On Se NeG: 
Stel de reeks voor door a, ar, ar?, dan is 
atar?=25 en a.ar.ar?—=a3r3 = 1000, waaruit ar =10, 
(als we alleen den reeëlen wortel nemen), #=10:a, r2= 100: 42, 
zoodat a + ar2=at100:a== 25, of a —2W5at1006=0, dus 


Tel =D dan 18 1 == = en = 2. Men heeft dus de vol- 


gende twee reeksen 20, 10, 5 en 5, 10, 20. Alle inzenders. 
„De Vriend der Wiskunde” IV. 5 
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Aanteekening. a?r3=—= 1000 of a?%r? — 1000 = (ar — 10) 
(ar? 10ar +100) =0. Aan deze vergelijking wordt voldaan 
door ar —10 = 0 en a?r2 + 10ar +100 =0, dus ar = 10 (reeële 
wortel) en ar —= 5 + / wekjj F en 5/3) (imaginaire wortels). 
Uit atrar?r= 25 venrar=lb(l 5/3) kan men a en » be- 
rekenen en daarna eene reeks vormen, die we achterwege laten , 
omdat zulks de bedoeling v. ’t vraagstuk niet is. 


377. Twee kooplieden hebben goed verkocht, de eene 3 M. minder 
dan de andere; zij hebben samen f 35 ontvangen. Als ik uw 
waar voor den prijs van de mijne had verkocht, zegt de een, 
zou ik f 24 ontvangen hebben. De ander antwoordt hierop : 
en als ik uw waar tegen den prijs van de mijne had ver- 
kocht, zou ik f 42,50 ontvangen hebben. Hoeveel M. heeft 
ieder verkocht? 

(Eindex. H. B. S. 1888). 


OGB Or MALEN 


Stel, dat A x M. verkocht heeft, dan heeft B x +3 M. ver- 
kocht. Had A de waar van B voor den prijs van de zijne ver- 


kocht, dan had hij f 24 ontvangen. A ontving dus voor zijn waar 
24 


243 





gld. per M. Evenzoo volgt uit de opgaaf, dat B zijn waar 





voor GEL gld. per M. verkocht. Zij ontvingen samen f 35. Men 
5 | 
12,50 
heeft dus + (a +3 85 
de 
of 48? J- 252 H- 150% + 225 — 7002} 2402 
dus 22e t75 =0 
waarnit De ON 25 == MLR 


A verkocht dus 15 M. à enn en B 18 M. df 


of» ) Dn OMA fa en B 8 M. áà f 2,50. 
M. Simons. 


378. Construeer een driehoek, waarvan de hoeken zich verhouden 
als 1, 2 en 3, met een oppervlak gelijk aan dat van een 
gelijkzijdigen driehoek met eene zijde a. 

(Eindex. H. B. S. 1888). 
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O Beb OrS SING. 


De // van den gevraagden À zijn 30°, 60e en 90°, Stel de 
rechthoekszijde over den / van 30° # dan is de andere rechthoeks- 


zijde —= En xV/3 en het oppervlak van den A = 5 e/3.Op- 

Ell 1 8 1 
pervlak gelijkzijdige À = Ee aV/3, dus aon DLS B a /3 
en © = SaV2. De gevraagde A is nu te construeeren. 


RNN Ehh Eee Chr Br Bos OP So Se KN: Ge 


Teeken een gelijkzijdige AABC, verleng de zijde AC met een 
stuk CD —a, vereenig B met D dan is AABD rechthoekig in B 
en vw» met den gevraagden A. Het oppervlak van AABD is echter 
— 2 Opp. AABC, zoodat de gevraagde A de helft van AABD zijn 
moet. Beschrijf nu op AD een halven cirkel, richt in C een loodlijn 
op, die den halven cirkelomtrek in E snijdt, neem op AD een 
stuk AF —= AE en trek FG .L AB, dan is AAGF @ AABD en 

1 


Sin AABD = AABG de gevraagde A. 


379. In een driehoek zijn 3 lijnen getrokken, die den tophoek in 
4 gelijke deelen verdeelen; als de basis daardoor zoodanig 
verdeeld wordt, dat de op elkander volgende deelen tot elkander 
if reden staan als de getallen, 2, 1, 1, 2, hoe groot is 
dan de tophoek ? 

(Eindex. H. B. S. 1888.) 


OPPEEROUSISTIN- G. 3 


De middelste der drie deellijnen deelt de basis middendoor, dus 
is de tophoek de tophoek van een gelijkbeenigen A. 

De tophoek van iederen halven À wordt in twee gelijke deelen 
verdeeld door eene lijn, die de basis (van dien halven À nl.) ver- 
deelt in stukken, die zich verhouden als 1: 2, 

Aldus verhouden zich bijgevolg ook de aangrenzende zijden van 
dien hoek. Daar de (halve) driehoek tevens rechthoekig is, is de 
hoek tegenover de kortste zijde (d. i. de halve basis van den ge- 


heelen A) —= 60e, zoodat de geheele tophoek van den A 120e is. 
H. de Groot. _ 
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380. Op het bovenvlak van een afgeknotten kegel staat een cilinder 
met hetzelfde grondvlak als het bovenvlak van den afgeknotten 
kegel. De hoogte van den cilinder is gelijk aan de hoogte van 
den afgeknotten kegel; de straal van het bovenvlak is =#; de 
inhouden der lichamen staan tot elkander als p : q. Hoe groot 
is de straal van het grondvlak van den afgeknotten kegel? 
(Eindex. H. B. S. 1888). 


OnPabr QSL, 
Stel hoogte cylinder = h, straal grondvlak kegel =x, 
dan is lafg. keg. = EEn zh (eter dr) =p 
en Ve (eyla = arb S= qidus, pij g 
5 rh det Fr) inr pq 


et ar Hr2 =3pr2:g 
2d or dr? — pr? :q=0, waaruit 


1 9, or ikA 
ET ED Pe Tag W3al4p—0) 4 Alle inzenders. 
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CORRESPONDENTIE. 


Onder de oplossing n°. 360 (bl. 18) gelieve de lezer de initialen 
W. F, K. aan te teekenen, 





Ingekomen vraagstukken, 
WAARVAN DE OPLOSSINGEN GEVRAAGD WORDEN. 


LXXXIII. Als de hoogte van een ongelijkz. driehoek 12 dM. be- 
draagt, vraagt men de zijden in geheele getallen uit te 
drukken. - À. v. d. Linde. 

(J. Versluys, Handboek d. Mtk. IV, Gem. Vrgst. n°. 65). 
OP OS A IN Ge 
Stel de stukken, waarin de basis des driehoeks door de hoogte- 


lijn verdeeld wordt a en b, de aan a en b grenzende zijden c en 
d, zoo moet (de lezer teekene eene figuur): 
ce? —a=de_—b=12 == 144, 

Lossen wij de vergelijking c2— a? = 144 op; voor c en «a moe- 
ten dus geheele getallen gevonden worden, zóo dat (e — a) (c + 4) 
— 144. Daar 144 een even getal is, zullen c— a en c + a ook 
even moeten zijn. 

c— a kan dus zijn 2, 4, 6, 8, 12, 18, 24, 36 en 72. 

De hierbij behoorende waarden van e+ a zijn successievelijk 72, 
36, 24, 18, 12, 8, 6, 4 en 2. Hieruit volgen voor c en a 
deze waarden, (de boven elkander staande waarden behooren bij één À) 

RL Or LoL ene od 0 20 en 37 
a=35, 16, 9, 5, 0, —5, —9, —16 en — 35. 

De waarden voor e zijn tevens die voor d, de waarden voor a 
gelijk aan die voor b, en daar de A ongelijkbeenig moet zijn, 
Zoo vindt men de navolgende zestien /\A, waarvan er zes (1, 2, 
3, 8, 9, 13) scherp-, vier (4, 10, 14, 16) recht- en zes (5, 6, 
7, 14, 12, 15) stomphoekig zijn. a+ b is de basis, c en d zijn 
de opstaande zijden. 


35 |—16{f 19 | 37 | 20 | makkelijk op te maken. Eene 
d| 25 | 20 | 15 | verwisseling der waarden van 


a Barad 1d Aan den lezer laten wij over 
1 | 35 16| 51 | 37 | 20 | na te gaan, hoe wij de uit- 
2 35 9| 44 | 37 | 15 | komsten zoo eenvoudig mogelijk 
Re Mieren 13 hebben opgeschreven, zorgende 
4 | 35 bidet tse de 0D je KE 
5l35 | —5| 30 | 37 | 13 | dat geen A tweemaal voorkomt. 
6 135 1e =O ‘26 1-37-445 Uit nevenstaande tabel is dit ge- 
7 
8 
9 


16 
he 5 21 | 20 | 13 a en b, ec en d levert natuur- 
16 Opp Orte 112 5 4 
44 | 46 | —5| 44 | 90 | 43 | Wk geen nieuwe AA op. 
16 | —9 Mel 408045 Jeanne, 
9 Berhard held 3 
9 0 Oo bend 
9 | —5 de POSS 
5 


0 Ln 12 
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LXXXIV. Een lijn en 2 punten er buiten zijn gegeven. In die lijn 
een punt te vinden zóó, dat de 2 lijnen, die dit punt 
met de gegeven punten verbinden, een rechten hoek in 
dit punt met elkaar maken. J. Pull. 


0 SPAURO 15 OLEN KO: 

Eerste geval. De 2 punten A en B liggen ter weerszijden der 
lijn PQ. Trek AB en beschrijf op AB als middellijn een cirkel, 
dan zal deze de lijn PQ in 2 punten C en D snijden, welke beide 
voldoen. 

Tweede geval. De 2 punten A en B liggen aan dezelfden kant 
der lijn PQ. Trek AB en beschrijf op AB als middellijn een cirkel, 
dan zal deze de lijn PQ òf in 2 punten snijden, òf in 1 punt raken, 
òf er geheel buiten liggen. Er voldoen dan 2, 1 of 0 punten. 

Alle inzenders. 


LXXXV. Twee kubiekgetallen te vinden, welker som een volkomen 
vierkant is. (Heis, (V. Lankeren Matthes & Tesch), Alg. 
Vrgst. $ 66, n°. 49). Vv. d. Wal & Verborgh. 


O PL OPSS MeNEG. 

Eene oplossing van dit vraagstuk vindt men, hoewel niet geheel 
uitgewerkt, in het op blz. 32 van dezen jaargang door den schrij- 
ver aangehaalde werk: Leerboek der onbepaalde vergelijkingen 
door J. C. Ecer, (blz. 76, 8°). (Leiden, E. J. Brill, f 1,60.) 

De méthode van JonN LESLIE, ter oplossing van onbepaalde ver- 
gelijkingen van den tweeden graad, besprekende geeft EGER de 


oplossing van deze vraag: Van welke twee getallen vormt de som 


der kuben een zuiver kwadraat? Wij zullen de oplossing geven, 
toegelicht voor hen, die het werk van EGer niet bezitten. 

Stel de kubiekgetallen #3 en y3 het kwadraat z? en stelt men 
zZ== ME, zoo is 23 + y3 == m2, dus y= m.n? — == (Mm?) 


m2 — 
of YYY NL. NL 
n? 
rd mir 
Men kan nu ” zoodanig kiezen, dat y = MY NT. 0) 
n 
Hieruit volgt a = nr of m2 = NSL 
n 
me? nm? 9 
de e= Beeld) en Wine en er 2) 


nst1 


pp en 7 vn 
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Tevens i ME (8 
Is KNS nt 9) 
De gevonden waarden voldoen aan de vraag, want 
- sf m2 nm? 3 me _( m2? 
ak ytel n= ) Werd msn An Ee me 

Wenscht men voor ©, y en z geheele getallen, zoo mag men 
‚men ” niet willekeurig kiezen. 

Voorbeeld. Voor m en n kiezen we geheele getallen, zóo dat 
x mede een geheel getal is, dus (n3 +1) Xp —= m?. 

Is bv. „ — 3 zoo moet 28 X p= m? zijn, p kan dus 7, 28 
enz. zijn, m == 14, 28 enz. Nu is voorn = 3, m=14, e=, 
Hess der (7 21411 H-3JZIIESTA KT D8T 
Evenzoo is voor n = 3, m == 28, # = 28, y=84 en z = 282 — 784, 
(283 + 843 — 283 (1 + 33) = 284 —= (282) — 784%). 

Opmerking. a). De eigenaardigheid van de methode van LESLIE 
bestaat hierin, dat men het eerste lid der op te lossen vergelijking 
ontbindt in factoren van den eersten graad, en evenzoo het tweede 


lid door, wanneer dit bijv. ‚a, is, 





) 
daarna stelt men den eersten factor van het 4ste lid gelijk aan 
den eersten factor van het tweede lid enz. en komt zóo tot een- 


voudige vergelijkingen. Zie meer uitvoerig in het werk van den 
heer EGER blz. 67—85. | Jeanne. 


LXXXVI. De volgende vergelijking op te lossen: 
> yz=p?, YL—rz=qg?, 22 —ay=r?. Zero. 
(Bardey. Aufgabensammlung, Hoofdst. 28,n®, 37, blz. 236.) 
OEE OTS DEN CG 


Men kan de 3 vergelijkingen schrijven in den meer symmetrischen 
vorm ele Fy + 2) — (ay + yz J- 20) = a 
Yet yr 2) — (wy + yz dze) =d 
ze Hy A 2) — (ay + yz +20) =c. 
Nu stellen we @+yt-z=—=p en ay + az} yz=g. 
De gegeven vergelijkingen worden dan 
aPp—q=a, yPp——qg=b, Pp qg=e. 
Telt men deze samen, dan krijgt men 
Hed die Brier ne eN tard (1) 
Telt men daarentegen hunne producten 2 aan 2 samen, dan 
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krijgt men p?q — W?q + 3q? = ab + be + ca 
— pq + 3g? =ab + be + ca 
— q(p? — 3q) =abtbetea ...... (2) 
Deelt men de leden der verg. (2) door de overeenkomstige ledeng van 
b + be + ea 
erg. (1), dan komt er Ede DE 
verg. (1) q En 
3 H-b3 + C3 — 3abe) 
vervolgens vindt men DE A Cen he vld 
ti if adbd-e 


Daarna kan men x, y en z vinden uit de verg. ap — q — a, enz. 
J. Versluys. 
TW BEESD; EnyO BAOnS SE LN GE 
Stel y= mv en z= nag dan is na substitutie: #2 — mnx =p?; 
mig nri=q? en no? — mrx?=r? of (1 — mn) =p? .…..(1) 
Wm Nn) Ee (en wANI mn Aes (3) 














Ee 2 
Deelen we (2) op (1) dan is Ltr GEER en deelen we (3) 
men q° 
Een 2 
op (1) dan heeft men: Age De En 
n?— m r 
p? p? 
Stel nu gemakshalve Ad eN =b dan is 
We Pae Ne (5) 
men n2— m 


Uit (4) heeft men 1 —mn—=am?—an of 1 —am?=mn —an 


1 — am? 
= n(m — a), waaruit n= 


Ma 
1 — am? 
Deze waarde voor n gesubst. in (5) geeft 1 — mX —__—_———— 
m—a 
rl 
U ma? 
AE m(1 — am?) ___ b(A — am?) — bm(m — a)? 
Mm — 4 KT (m — a)? 
of (m—a)?— (Mm — a). m(1 —am?)=b(1 — am)? — bm(m— a)? 
of a? — ams — am + amt=b — bm? + a2bmt — Abm 
of _(a?b — a)mt + (a? — b)m3 — (ab — am — (a? —b)=0 
of m(a?b — a) (M3 — 1) + (a? — b) (m3 —1)=0 
of [math — a) + (a*—)| (m3 —1)=0 
zoodat 1%) m3 —1 dus m == 11 (als wealleen reëele wortels nemen). 
arn 
09) an da) par delen dos nee 
ab — a 
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{ 1 — am? 
1°. Subst. we m=1 in n= dan vindt men ook 
ma 
n= 1, zoodat dan # = y= z zou zijn, en bij subst. van deze waarden 


in één der gegeven vergelijkingen blijkt, dat zij niet voldoen. 








S b—a? ee 
2%, Subst. we in m = — —_—_— de oorspronkelijke waarden 
ab — ad 
4 at gi —p?r? 
voor aen b, dan vindt men na eenige herleiding : m = 
pt —gq? 
ba? . l— am? , 
NO MN el dant vindt men. na 
ab —a ma 
Ze a — b Gn p? 
nesnoedieesterleidmsenss= eén hierm a— en 
b(ab —1) q? 
le : Kef r4 —g?r? 
b = —_— gesubst. geeft na genoegzame herleiding n — —_ 4. 
ES p? p? 
Uit vergelijking (1) volgt #2 = —_—= AS en JA 
1 — mn 1—mn 
waarin m en ” de bekende waarden zijn. Nu x bekend is, kunnen 
y en z bepaald worden uit y= ma en z= nz. A. Vermeer. 


LXXXVIL Construeer AABC, als men ZA, de zijde AC en de bis- 

sectrix BD van den over AC staanden ZB kent. J, Eysten Jr. 

De inzender gelieve den titel van ’t boek ($en n°.) of ’“texamen, 
waaraan dit vraagstuk ontleend is, te melden. 


LXXXVIIL. Op het verlengde eener middellijn van een cirkel is een 
punt P genomen, en uit dit punt eene raaklijn aan den 
cirkel getrokken. Vereenig het raakpunt met het uiteinde 
der middellijn, dat het verst van P verwijderd is. Men 
vraagt de deelen te berekenen, waarin deze koorde ver- 
deeld wordt door de lijn, die den hoek bij P middendoor 
deelt. Gegeven 7r=—={ en afstand van P tot ’t middelpunt =3. 
(Hoofdacte ex. Breda, 1883). H. A. Groenestein. 


OPLOSSING. 


Beschrijf uit M met r=1 als straal een cirkel, trek daarin eene 
middellijn AB, verleng die met BP = 2, dan is MP=3. Trek 
uit P de raaklijn PC, vereenig C met A. Zij PD de bissectrix 
van ZP, dan moeten AD en CD berekend worden. Men heeft 


PC=|/PB.PA = WIxa =W8=/0. 


\ ì \f 
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APAC w APBC(ZAPC == ZBPC en ZA = ZBCP) 


dus AC: BC=PC: PB == 2:22 =NW2A 
derh. AC?2:BC2=2:1 en in AABCU AC? HBC? = AB2=4 
of (AC2 + BCP) : (2 +4) =AC2: 2 


BES AR Dn AO 5e B AC=V6 
In AAPC is nu CD: AD==PC:PA=9W/2:4= N22 
(CD + AD): (2+V9)=CD:V2=AD: 2 
SVOr@HVD=CD:L=AD ‚9 


UU — 
DVV Ee DN 
3 3 3 2 
1 
=i___(W/6—V3). 
3 4 vs) J. Posthumus; A. Polman; V.d. Wal & Verborgh. 
LXXXIX. Bereken xv uit: WVa—2=— Ie. 
(Hoofdacte ex. Breda, 1883). H. A. Groenestein. 
OAPSLOSS Ta 
TT ee: of ( et WPP =0 
ti) Wz ee den ale en © =(—5)! == En (voldoet niet). 
A. Polman. 


XC. Zooals bekend is, liet Jozef in Egypte voorraadschuren bou- 
wen, om den oogst der zeven vette jaren voor de volgende 
te bewaren. Een papyrus-rol, door een’ reiziger, naar men 

beweert, bij een’ geleerde in Opper-Egypte gevonden, ver- 
meldt daaromtrent het volgende: Langs een arm van den Nijl 
had Jozef 4 gebouwen op één rij doen plaatsen, zoodanig 
dat de afstand tusschen 2 op elkander volgende telkens 41 
voet bedroeg; de afstand van de uiterste grens van het eerste tot 
die van het vierde bedroeg 600 voet. De muren waren 6 voet dik 
en inwendig hadden deze gebouwen den vorm van een kubus, ve 
maar deze hadden ongelijke grootten, zoodat hunne lengten 4 
eene meetkundige evenredigheid uitmaakten. De vloeren dezer 
4 voorraadschuren waren belegd met, in ’t geheel 9265, mar- 
meren tegels, 24 voet lang en 2 voet breed, De ruimten 
hadden een gezamenlijken inhoud van 239811 DO (het tee- 
ken DO duidt een Egyptische korenmaat aan van 21 kubiek 


read dd 


„är 
en en ee 
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voef). Nu vraagt men: 1°, hoe lang was ieder gebouw? 
29, wanneer de voorraad in de kleinste schuur toereikend 
was voor 356 dagen, hoe lang zou men dan, bij gelijkmatige 
verdeeling , met den gezamenlijken inhoud der drie overige 
hebben kunnen toekomen ? 

(Dit vraagstuk is ontleend aan de » Hamburger Beobachten”” 
van het jaar 4821. De zaken, in dit voorstel vermeld, zul- 
len wel niet historisch zijn, daar men toen nog geen hieéro- 
glyphen kon ontcijferen). 

(Heis, (Van Lankeren Matthes en Tesch, $ 63, n°. 38). N.J.S. 

OEP: De Oe Saas, TNS Gt 

a). De afstand van het eene gebouw tot het andere bedroeg 
41 voet, zoodat de som der afstanden der 4 gebouwen 3 X 41 —=125 
voet bedroeg. De muren waren 6 voet dik, dus waren de 8 muren 
samen 8.6 —= 48 voet dik. Omdat de afstand van de uiterste grens 
van het eerste tot die van het vierde 600 voet bedroeg, was de 
som der binnen-lengten der vier gebouwen 600 — (123 + 48) = 429 


voet. ledere tegel bedekte 2. An =— 9 quadraat voeten , zoodat de 


ad 


oppervlakte der vier vloeren samen 9265.5 = 46325 quadraat- 
voeten bedroeg, terwijl de vier gebouwen samen eene binnenruimte 
van 239811 .21 —= 5036031 kubiek voeten bevatten. 

Stellen we 429 —=a, 46325 =b, 5036031 =e; de lengte van 
het eerste gebouw «, van het tweede y, van het derde z en van 
het vierde u voet, dan is 

Dy taFu=d ade dee VE 


Omdat de lengten eene meetkundige evenredigheid uitmaakten, 


is Otis zo: db Of U UE A EE (2) 
Verder is ARS en Bat EE AN Te (3) 
en Sjer 23 U OR er dl es „A (4) 


Trachten we eerst de waarde van «u te bepalen. 
Verhef de verg. (1) in het quadraat en substitueeren we in deze 
vergelijking de waarde voor #2 + y? 42° + u? uit (3), dan heeft 


men zyh ord aut get gut au = (atd) NE AME), 


Omdat volgens (2) wu == yz is, kan men vu zetten voor yz» 
waardoor men uit (5) verkrijgt 


mythe) ueh (at) SAN (6) 
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Nu is volgens (1) y-trzdu=a—r en rdyt-z=a—u, dus 
Ha) Flam u) = Gat). eel 7) 


Verhef de verg. (1) tot de derde macht, dan wordt 
EIA yr 23 UI Brul Hu) Jard) (ye) Hat) (y-2)? 
ta alat: a) dB lln ans Ien 10 EEA (8) 
Substitueert men in (8) de waarde voor y+-z uit (1), de waarde 
voor yz uit (2) de waarde voor #3 + y3 +23 + u? uit (4) en ont- 
wikkelt men deze verg., dan verkrijgt men 


(a — £) + ua — U) — au = Ae ROAN (9) 
a 
Trek verg. (9) af van verg. (7) dan heeft men 
vile ret 0 eli rss de 0 (410) 
6a 


Nu stelle men at-u= (11) en yt-z=y| (12) dan is 24 +yj=a.(13) 

Verhef de verg. (11) en (12) in het quadraat en tel ze op, dan is 

vit yt=aer tyre utd Aru H-yz). (14) 

Substitueer uit (3) de waarde voor #2 + y? + z? + u? en uit (10) 
de waarde voor @u=—=yz in (14), dan heeft men 

2a3 + 4e — 3ab 
nu zi LD) 
Nu is in (13) en (15) de som der onbekenden benevens de som 
der quadraten En en men vindt 


Kd en et) SE eN Nd ‚ (16) 


1 43 + 8e — Gab 
ee EE 17 
le al. e, ) (17) 
Nu is a= 429 dus a3—= 78953589 
Ce 5030031 8c—= 40288248 


a3 + 8e —=119241837 
6ab —= 119240550 





a3 + 8e — Gab = 1287 
Hs a? +- 8e — 6ab ks 1987 EEn 
3a 1287 
en EV SE tViest. 
a 


Substitueer deze waarde voor de W/ grootheid in (16) en (17), 
dan heeft men 


1 
De 5429 +1 45.18, p= A1) = 1419) 


69 


Berekent men de waarde voor au —= yz in (10), dan vindt men 


| men ALMERE LE Vn AT (20) 
Ter bepaling van ©, y, z, « heeft men dus verder 
BOEM NDR AAE rt zn IE en (22) 
Uit (20), (21) en (22) volgt 
1 En 1 
en Ee 
*= (USE 5 ATA == (215 #13) 


dus z,=119 en z, = 96, derhalve u, = 96 en u, = 119; 
pn EE (214 +40), dus pj =142, 9102, dus 24102 en z=112. 
Dus is #—=119, y=112, 2=102, u —= 96. 


b). De voorraad in de kleinste schuur bedroeg 96% —= 884736 
kubiek voeten, zoodat er in de overige drie samen 5036031 — 884736 
— 4151295 kubiek voeten was, waarmee men bij gelijkmatige ver- 


deeling 4151295 9775 


—oormsn X 356 dagen — 1670 dagen kon toe- 
884736 24576 


komen. 





INGEZONDEN NATUURKUNDIGE VRAAGSTUKKEN , 


waarvan de oplossingen gevraagd worden. 


1. In een bak, die geheel gevuld is met water, drijft een lichaam 
van hout. Hangt men aan het hout een stuk ijzer, dan zweeft 
de massa vrij in het water en er vloeien 36 Liters water uit 
het vat. Met hoeveel Kub. dec. steekt het houten lichaam 
in drijvenden toestand boven water uit, als het S. G. van 
ijzer 7,2 bedraagt? (Versluys, Gem. Alg. Vrgst., blz. 46). 
(Toel.ex. K. M. Acad., 1883). Î 


ORE OS SIN; Ge, 


Stel het volume van het hout, voor zoover het zich de eerste 
maal in het water bevindt, gelijk aan A d.M3, dan is: 
Het gewicht van het hout = A KG. ....…. (1) 
Hout en ijzer tot één lichaam verbonden zweven in water en ver- 
plaatsen 36 Liters of dM? water meer, derhelve: 
Het gewicht van het hout + gewicht van het ijzer = (A + 36) K.G. 
In verband met (1) volgt dus onmiddellijk 
Gewicht ijzer = 36 K.G. 
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Het S. G. van ijzer 7,2 zijnde, zoo is het volume 5 d.M?. 

Hout en ijzer verplaatsen te zamen 36 L. water meer dan het 
hout in drijvenden toestand, bijgevolg 

Volume ijzer + Volume hout, dat aanvankelijk boven water uit- 
steekt, = 30 d.M3; het volume van het ijzer 5 d.M3 zijnde, zoo 
vindt men voor het gevraagde volume 31 d.M3, Jeanne. 


2. Eene holle glazen cilinder met kwik bezwaard drijft recht- 
standig in water; het boven het water uitstekende gedeelte 
is 2 c.M. hoog. Op het water wordt eene laag olie gebracht. 
Hoe hoog moet deze laag olie zijn, opdat het bovenvlak van 
den cilinder met den oliespiegel samenvalle ? 

Een d.M3 water weegt 1 K.G. Een d.M?3 olie weegt 0,8 K.G. 
(Wisselink, Nat. Vrgst. IL, n®. 280). fj 
(J. Versluys, Gem, Alg. A bl. 45). (Kon. Mil. Acad., 1882). 


OVPEGNOSS ISIN "GC 

Zij de doorsnede van den cilinder d c.M?; de hoogte van het 
gedeelte van den cilinder, dat aanvankelijk zich onder water bevindt 
=x c.M., de hoogte van de laag olie = yc.M. (De lezer teekene 
zelf een figuur). Daar het lichaam in beide gevallen drijft, zijn de 
gewichten van het aanvankelijk verplaatste water en van het water 
en de olie, die de tweede maal verplaatst worden gelijk. 

Eerst werd verplaatst xd c.M3 water, wegende @d Gram. Daarna 
werd verplaatst (@ +2 —y)d c.M3 water, wegende (w + 2— y) d 
Gram en yd c.M?, wegende ydX 0,8 Gram. Men heeft dus 

xd=(rd2—ydd08yd of @ =ad2—yt0,8y 
dus Ou en ALD 

De laag olie is dus 10 c.M. hoog. Jeanne. 


3. Een areometer met cilindrischen steel wijst in water O en in 
eene vloeistof van 0,8 specifiek gewicht 100. Tot welk punt 
van de gelijkmatig verdeelde schaal zal hij inzinken in eene 
vloeistof van 0,9 spec, gew.? 

(J. Versluys, Rek. Vrgst. v. Gev.,$30,n0. 6). (Heerenveen 1879). ?, 
(Wisselink, Nat. Vrgst. I, n°, 261). (Oranjewoud 1879). 
OsPEL DAD ESI NA 
Zij het volume van elk der deelen van de gelijkmatig verdeelde 
schaal == a c.M3 en zij het volume van den areometer beneden 
het nulpunt — pa c.M2. De inzinkingen van den areometer in ver- 


Jl 


schillende vloeistoffen zijn omgekeerd evenredig met de S. G. der 
vloeistoffen , derhalve 
pa:(pt100ja=08:1 of p =0,8p + 80 

dus 0,2p = 80 of p = 400. 

En stelt men nu, dat de areometer in de vloeistof met S. G. 0,9 
inzinkt tot de deelstreep x, zoo is 

pa:(ptx)a=0,9:14 of 400 = (400 + #) X 0,9 

dus 400 — 360 +0,9x en « — el en u. 

De areometer zinkt dus in tot een punt tusschen deelstreep 44 


en 45, het He gedeelte van eene verdeeling voorbij 44. 
9 Jeanne. 


4. Twee mannen dragen aan een stok een last. Van den eenen 
is de last 16 d.M, en-van den anderen 8 d.M. verwijderd. 


Hoe zwaar is de last, als de een 305 K.G. meer te dragen 


heeft dan de andere? 
(J. Versluys, Rek. Vrgst. v. Gev., $ 30,n0. 1). (Posterholt 1873). 2. 


OER Ir Sne Ns G 


Stel de drukkingen, die de beide mannen ondervinden # en 


Rt 305 K.G.; zij worden veroorzaakt door den last van 2x 


+30 K.G. De resultante der drukkingen is dus in richting, 


grootte en aangrijpingspunt gelijk aan den last en daar last en 
drukkingen evenwijdige krachten zijn, zoo heeft men 


miles) 8:16 =1:2 of == +30 


dus B 30. 
2 


men 15 K.G. (Zie Natuurkunde van 





De last is dus 2 + 30 f 
Dr. van de Stadt I, $ 13c — Natuurkunde door Horn en de Gast 
Keble. 122) Jeanne. 


OPGAVEN, 


waarvan de oplossingen vóór den 1**" Juni 1889 franco bij der 
Redacteur A. J. VAN BREEN te Arnhem worden ingewacht. 


401. De meetkundige plaats te bepalen van de punten, die men 
verkrijgt door eenzelfde punt te vereenigen met de punten 
van een cirkel en de vereenigingslijnen in eene bepaalde ver- 
houding te verdeelen. (Zie blz. 19). Jeanne. 


402. Het quadraat eener rechte lijn in het platte vlak is gelijk aan 
de algebraïsche som der beide rechthoeken uit hare rechte en 
hare scheeve projectie op ieder been van een willekeurigen hoek. 


Zie: Supplement II, n°. 2241). b. d. L. &.V. 
Pp 
4 Oleg? + 3y — 2)? qse—y 
408 ‘Op te lossen ti ee An 
B Ir BYE st 
5 +y—2) — 6, 5tyz — 5 = 0. 


Voor welke waarde van a wordt het vraagstuk onbepaald? 
(P. J. Bos, Lrb. d. Alg. III, Gem. Opg., n°. 25). 
(Eindex. H. B. S.. 1880). 


404, Men vraagt de wortels te bepalen der vergelijking #2 — 2/5 
+ 2/6=0 en vervolgens eene vierkantsvergelijking samen 
te stellen die tot wortels heeft: het vierkant van den grootsten 
en het negatieve vierkant van den kleinsten der gevondene 
wortels. 

(Toel.ex. Kon. Mil, Acad., 1888). 


405. Van een getal van 5 cijfers is het cijfer der eenheden eene 
6 en dat der tienduizendtallen eene 2. Verwisselt men die 
cijfers van plaats, dan is het nieuwe getal 16540 meer dan 
het tweevoud van het eerste. Welk getal is bedoeld? 
(Toel.ex. Adelborst, 1888). 


406. Een aannemer heeft twee werken onderhanden; de voltooiïng 
van het eene vordert driemaal zooveel tijd, als die van het 
andere. Aan het grootste gebruikt hij 21 arbeiders, aan het 
kleinste 9. Ieder man werkt 12 uur daags en allen werken 
even hard. Het kleinste werk zal dus het eerste gereed zijn, 
maar hij wil beide werken tegelijkertijd klaar hebben. Hoe- 
veel uur per dag, zal de kleinste ploeg de grootste dan da- 
gelijks moeten helpen ? 

(Toel.ex. Adelborst, 1888.) (Rekenk. oplossen). 


407. 


408, 


409. 


410. 


411, 


412. 


413. 
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Van een rechthoek ABCD zijn gegeven AB =l, AD =h; 
wordt gevraagd 2 punten E en F in CD gelegen te bepalen 
zóó, dat AE = EF — BF is; eveneens 2 punten G en H in 
de verlengden van CD gelegen, zóó dat AH =HG=BG is. 
(Ex. Adsp. Adm. Marine, 1888). 


Stroomaf besteedt eene stoomboot hars uur om van eene 


plaats naar eene andere te stoomen; voor de terugreis be- 


steedt zij echter 165 uur. In hoeveel tijd zou zij de reis 


kunnen volbrengen door stoom zonder stroom, alsmede door 
stroom zonder stoom ? 
(Toel.ex. Art. Curs., Delft, 1888). 
De hoogte van een rechten cirkelvormigen kegel wordt in 
3 gelijke deelen verdeeld en door de deelpunten vlakken ge- 
vracht evenwijdig aan het grondvlak. Welke verhouding be- 
staat er tusschen de inhouden van die 3 stukken. 
(Eindex, Gymn., Arnhem), 
Bepaal de waarden van & en y uit: 
6 4 67 —d 
er een ) 2 — log, 49, 
BO J- 2arly —1) —y = 55. 

(Eindex. Gymn., Leiden, 1885). 
Uit een bol, welks straal 3 dM. is, heeft men een viervlak-” 
kigen bolsector gesneden. Als de standhoeken der zijvlakken 
van dit lichaam 400°42’, 96914’, 109°418’ en 143046’ zijn, 
hoe groot is dan de inhoud van den sector? 
(Eindex. Gymn. Doetinchem, 1888). 


Gegeven: ER ae kel Hoe leidt men hieruit af 
a c 
Ar —AB _ a?—ab 
PLE CAERS Pe 


(Verg. ex. Pekela, 27 Aug. 1887). 

In den rechth. AABC trekt men de hoogtelijn AD en be- 
schrijft op de segmenten BD en CD der hypotenusa als mid- 
dellijnen halve cirkels, die de rechth. zijden AB in E en AC 
in F snijden, Bewijs nu dat AB3:AC?3=BE:CF. H. Siersma. 


„De Vriend der Wiskunde”, IV. | 6 


414. 


415. 


416. 


417. 


418. 


419. 


420. 
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Twee getallen verhouden zich als 4:5. Telt men respectie- 
velijk bij die getallen 2 andere op, die zich verhouden als 
1:2, dan staan de sommen, die samen 90 bedragen, tot 
elkaar als 2:3. Welke zijn de eerstgenoemde getallen ? 
(Klasse ex. v. Ond“. en Ondser,, ’s-Hage, 2° klasse, 1887). 
Er zijn 3 breuken, Deelt men den noemer der 1° breuk door 
den teller der 2°; den noemer der 2° breuk door den teller 
der 3° en den noemer der 3° breuk door den teller der 4e 
breuk, dan verkrijgt men tot quotienten 1, 1 en 51. Als 
de waarden der breuken zich verhouden als 60: 64: 25, 
vraagt men ze te bepalen. AM: ACTS, 
(Benthem en Nijenhuis, Rek. Vrgst., 3° verz., 2° st., n°. 17). 
Bereken de waarde van x door logarithmen uit de vergelijking 


A EE ie 
2/12,86 
(Lit. Math. ex., Oct. 1888). 
Te herleiden 


HEt pt TE fa + Ea HT 


1 
PMN PN 
(Hoofdacte ex. Breda, 1883). H. A. Groenestein. 
Eene gemeente geeft tot een bedrag van f 9000 Rn of, obligaties 


uit, waarvan elk jaar f 3000 worden afgelost. Als die lee- 
ning geplaatst wordt tegen den koers 95 (en de rente op 
'teind van ’tjaar wordt betaald), hoeveel 9, rente betaalt 
de gemeente dan het eerste jaar ? 

(W.H. Wisselink, 4° verz. Rek. Vrgst. $ 4, n°. 1). A, Polman. 
Als men een getal van 2 cijfers vermeerdert met de som der 
cijfers is de som 96. Welk is dit getal? 

(J. Versluys, Rek. Vrgst. Gevorderden $ 41, n°, 5). Luctor. 
Wanneer men het verschil van. 2 getallen met 350 vermin- 
dert, is de rest 32 maal op het grootste en 24 maal op 
het kleinste begrepen. Welke zijn die getallen? Luctor. 
(J. Versluys, Rek. Vrgst. Gev., $ 1, n°. 9). 

(Verg. ex. Amsterdam, 1883). 


hae, rn 


Ingekomen vraagstukken, 
WAARVAN DE OPLOSSINGEN GEVRAAGD WORDEN. 


XCI. Geg. een cirkel en 3 punten a, b en c (in één rechte lijn). 
Trek door een zeker punt a op den cirkelomtrek twee 
snijlijnen af en be, zoodanig dat e, f en c weer op één 
rechte lijn liggen. Bepaal ’t punt d. Wk S: 

XCII. Construeer een vierhoek, wanneer gegeven zijn de 2 lijnen , 
die de middens van 2 paar overstaande zijden vereenigen, 
en den /, waaronder die lijnen elkaar snijden, benevens 
2 // aan de basis. W.A. S, 

W. A. S. gelieve titel, $ en n®. op te geven van ’t Leer- 
boek , waarin deze opgaven voorkomen. 

XCII. Hoeveel snijpunten hebben 30 vlakken, waarvan er 8 onder- 
ling evenwijdig zijn, 7 door dezelfde rechte lijn en 6 andere 
door hetzelfde punt gaan? Antw. 2874. Arno. 
(Koenen en Brogtrop, Aansch. Mtk. II, Hfdst. IL, n0. 5.) 

XCIV. Een A te construeeren, als gegeven zijn: de basis, de som 
(het verschil) der opstaande zijden en 
a.) de bissectrix van den tophoek; 

b.) de hoogtelijn op de basis; 
ce.) de zwaartelijn (mediaan) naar de basis. JAT, 
J. v. T. gelieve titel, $ en n°. op te geven van ’t Leer- 
boek, waarin deze opgaven voorkomen. 
BIBLIOGRAPHIE. 
J. Versluys, Beschrijvende Meetkunde I, Derde druk (96) — 1886, — 
f 1,50; II (57) — 1884 — f 0,80, Amsterdam, W. Versluys. 
S. de Gast, Jz., Vormleer of Aanschouwelijke Meetkunde, ten dienste 
van candidaat-onderwijzers. I, met 124 figuren en een groot 
aantal opgaven (met antwoorden), (124) f 0,90; II, met 51 fig. 
en een groot aantal opgaven (met antwoorden), (111) f 0,80 
’s Gravenhage. Joh. Ykema, 1889. 
J. Versluys, Beginselen der Nieuwere Meetkunde. Derde druk. (61) 
Grönmgen 1670 RE. Wolters. … 4 vet of 0,60 
A. J. van Breen, Merkwaardige Punten en Lijnen van den vlakken 
Driehoek (4 uitslaande platen met 49 figuren). Amsterdam, 
1885: W. Versluys ta PE, '. 5. hok utron ni AAO O0 
J. Versluys. Vraagstukken over Orbis (57) Amsterdam, 
ERAEREE VAM OFBIUNE brie BS 1e (se Hilde) Ue en sb lfn0,60 
J. Versluys, Rekenboek voor de Lagere School. Achtste stulje. 
Vierde druk, (40) Amsterdam, 1889, W. Versluys. / 0,20 


10. 


INGEZONDEN NATUURKUNDIGE VRAAGSTUKKEN, 
waarvan de oplossingen gevraagd worden. 


Een houten bal drijft in een vollen bak met water en steekt 


1 de 
met EET van zijn volume daarboven uit. Men boort een gat 


in den bal en vult dat met ijzer (S. G. 7,2), waardoor het 
S, G, van den bal —= 1 wordt. Werpt men nu den bal in 
datzelfde water, dan vloeien er 4 L. uit den bak. Hoeveel 
ijzer heeft men noodig gehad? 8 
(Wisselink, Natuurk. Vraagst. 1, n°, 234.) 

Een glazen buis is gevuld met 600 G. kurk van 10°; tot welke 
temperatuur moet zij verwarmd worden, opdat er 4 G. kwik uit 





de buis vloeie, als de uitzettingscoëff. van glas — ADE van 
38700 
kwik en ‘ts. g. van kwik bij 0°—= 13,6 is? 
550 
(Wisselink, Natuurk, Vraagst. II, n°. 64.) # 


De gesloten arm eener buis van Boyle bevat 10 c.M3 lucht 
onder eene drukking van 760 m.M. Wanneer men nu in het 
open been 76 c.M3 kwik bijgiet, wat zal dan het volume, 
wat de spanning der afgesloten lucht zijn? (Doorsnede der 
buis = 1 c.M2.)? if 
(Wisselink, Natuurk. Vraagst. II, n°, 19.) 

Een blok hout, waarin zich 9 K.G. ijzer bevindt, weegt in 
de lucht 17 en in ’t water 3,4 K.G. Hoe groot is het soortelijk 
gewicht van het hout, als dat van ’tijzer 7,2 is? Ê: 
(Verg. ex. Winschoten, 15 Dec. 1888.) 

Aan een stuk kurk, dat 27 G. weegt, bevestigt men 570 G. 
lood, In eene vloeistof, waarvan het s. g. 0,8 is, weegt nu 
het lichaam 467 gram. Hoe groot is het s. g. van kurk en 


lood, als men nog weet, dat het laatste MI maal zoo zwaar 


is als het eerste? ?, 

(J. Versluys, Rek. Vrgst. Gev. $ 30, n° 2.) Weesp, 1885. 
Aan eene staaf, die 3,8 K.G. weegt en 86 c.M. lang is, hangen 
gewichten, en wel aan het eene uiteinde 12,8 K.G., aan het 
andere 4,4 KG, Waar moet die staaf ondersteund worden , om 
in evenwicht te zijn, en welke drukking ondervindt het steunpunt ? 
(J, Versluys, Rek. Vrgst. Gev. S30, n°. 2.) Amsterdam, 1885. 


GOEDE OPLOSSINGEN 
der Opgaven 361—380, LXXXIII—XC, natk. vrgst. 1—4, 
zijn ingezonden door: 


C. C. B. Ahorn, 366, 368—373, 375—380. 
J. J. C. Ament, 361 (IL, IV), 566, 368, 369, 372, 373, 375—880. 
Arno, 368, 369, 373, 376, 380. 
Balder, 367. 
C. v. d. Bosch, 364, 365. 
R. Diebels, 366, 369, 373, 376—379, Hobfdacts Vrgst. Alle. 
Friso, 361, 362. 
W. Oktridise: Jz., 366—369, 371—373, 376—379, 
H. de Groot, 363, 366—369, 371, 372, 374—380. 
J. H. de Groot, LXXXIII, LXXXIV. 
A. de Groot, 363, 366—371, 373—375, 377—379. 
J. van Hoek, Gz., 368, 369, 371, 373, 375 —380. 
Jeanne, LXXXIII, LXXXV, Natk. Vrgst. 1—4. 
R. Koen, 368, 369, 376, 377," 379. 
J. Kooy, LXXXIV. 
W. A. W. Moll, 3641, 363, 366—369, 372, 376, 378, 379, 
Luctor, 366, 370. [LXXXIII, LXXXIV, LXXXVI. 
L. Navis, Hz., 368, 369, 372, 373, 376—379. 
Alph. F. Ockerse, 369. 
P. Persijn, 363, 366, 368, 369, 374— 380; Hoofdacte Vrgst., 
Rek. 1—5, Alg. 2, 3, Mtk. 1—3; Natk. Vrgst. 4. 
A. Polman, LXXXVIII, LXXXIX, Natk. Vrgst. Alle. 
J. Posthumus, 365, 370, 372, 380, LXXXVIII, LXXXIX. 
J. Pull, 361, 366, 368, 369, 372, 373, 376, 378—380, 
J. v. d. Sandt, 566—373, 375—380. 
H. W. Schmellineg, 366, 369, 375, 376, 379, LXXXIII, LXXXIV. 
P. B. Sibbles, 376— 580. 
M. Simons, 361—363, 366—369, 371—379. 
B. H. Stomps , LXXXIV. 
Z. V. S., 361, 363, 365—369, 372—374, 376—380. 
TERME Chiel st. 
W. — v. a T., 368, 369, 371—373, 376, 378, 379. 
W. Valkhoff, 368. 
A. Vermeer, LXXXVI. (Het posttarief is 10 ct. voor brieven boven 
[15—100 G.) 
D. A. Vermeulen, 361, 363, 366, 368, 369, 372, 373, 375, 377—380. 
A. G. Vermeulen , 366, 368, 369, 373, 375—380 (9). 
C. Visser, 366—369, 371, 372, 374—380. 
Vv. d. Wal & Verborgh, 361, 363, 365—369, 371—380, 
Zero, 361. [LXXXIII—-LXXXV, LXXXVIII, LXXXIX, 
B. J. van Wagensfeld, 366—369, 375, 376, 378—880. 
Uit Gasselternijveen, van een onbekende, 366—369, 371, 372, 
[376, 378, 379. Meldt mij uw naam. 
J. Pull, naamlijst bl. 29 staat: 345, lees: 354. 


(5) Niet de opgaaf, maar wel het n®. moet boven elke oplossing staan. 





De vraagstukken van het examen voor de hoofdacte 1888. 


Rekenkunde. 

1. Een kruidenier koopt twee partijen suiker, samen wegende 440 K‚G- 
De eerste partij verkoopt hij tegen 63, de tweede tegen 70 ct. 
de K.G. Hij ontvangt nu voor de tweede partij 11 maal zoo- 
veel als voor de eerste. Zijn verlies bedraagt 29/. Hoeveel be- 
draagt de geheele inkoop? 

OPL OSS TNG. 
Verk.prijs 4e partij : verk.prijs 2° partij =1 : en dd 
» AKO EDT EE PAT EN A PIN OREN 1Ö= 00400 
dusaantal KG, » :aantal KG. pp mma tm eb 6 
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XxX 440 K.G. = 200 K.G. 





De eerste partij is dus 


en de tweede partij 240 K.G. groot. 
De verkoopprijs der eerste partij bedraagt dus 200 X J 0,63 
= f 126 en die der tweede 240 X f 0,70 —= f 168, d. i. samen f 294, 


Hierop wordt 20/, verloren, d. i. inkoop. 





inkoop kost. 





dus / 294: 49 —= f 6, zoodat de inkoop 50 X f 6 — J 300 bedraagt 


TWEE DB: O'B 50 SIS TNG 
Als de twee partijen even zwaar geweest waren, zou hij voor de 


2e partij Ee Es On maal zooveel ontvangen hebben als voor de 


eerste. Nu ontvangt hij er 15 maal zooveel voor , zoodat het aan- 


tal KG, der beide partijen zich verhouden als 4 Ee 1de =S 0: 


Voor 5 K.G, der eerste partij ontvangt hij dus 5 X f 0,63 —= f 3,15 en 
voor 6 K.G. der 2e partij 6Xf/0,70 == f 4,20, d. i. samen / 7,35 





voor elke 14 K.G. bij verkoop. 2%, verlies bedraagt 4 inkoop, 





zoodat f 7,35 ook Ee van den inkoop is. Bij inkoop kosten 





dus 14 K.G. 5 Xf1,85 =f1,50, derh. bedraagt de geheele 
inkoop 22 Xf7,50 = f300. 





11 
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2. Twee kapitalen, die f 1254 verschillen, staan op samengestelde 
interesten uit, het eene à 4°/, het andere à 50/, ’s jaars. Indien 
na 2 jaren de interesten gelijk zijn, hoe groot zijn dan de kapitalen ? 


EEFDE S ING: 


Omdat de interesten na 2 jaren gelijk zijn heeft het grootste 
kap. à 4°/, uitgestaan en is na 2 jaar 1,04? maal zoo groot ge- 
worden, zoodat de interest 0,0816 van het kapitaal bedraagt. 

Eveneens is het kleinste kapitaal 1,05% maal zoo groot gewor- 
den, zoodat de interest 0,1025 van dat kapitaal bedraagt. 

0,0816 van het grootste kap. is dus gelijk aan 0,1025 v. ’t kleinste 
kap , derhalve ’t grootste kap. : ’t kleinste kap. = 1025 : 816. 








Zij verschillen f/1254, d. 1. ei v. ’t grootste kapitaal, dus 
1025 
bedraagt het grootste kapitaal aû X f1254 =f 6150 en het 


kleinste f 6150 — f1254 = f 4896. R. Diebels, 
TWEEDE OPLOSSING. 


f 100 2 jaar op samengestelden interest uitstaande à 50/, brengt 
f 10,25 aan interest op en à 4°/, f/ 8,16, d. i. f 2,09 minder. 
f 1254 brengen in die 2 jaar 12,54 X f 8,16 = f102,3264 op. 

Het kleinste kapitaal moet dus in die 2 jaar f 102,3264 meer 
opbrengen door tegen 10/, hooger uit te staan. Voor elke f 100 
bedraagt het verschil f 2,09 aan interest, zoodat het tweede kap. 


1 sle Xf 100 —=f4896 en het grootste f 4896 + f 1254 


— f 6150 bedraagt. 


3. Een koopman verkoopt van eene partij thee van 900 K.G. een 
gedeelte met 10%, winst, een ander met 640), winst, en de 
rest met 5°/, verlies. Indien hij door elkander nog 5°/o wint 
en de 2° partij tweemaal zoo groot is als de derde, hoeveel 
K.G. zijn dan met verlies verkocht ? 


OPLOSSING 


De 2e partij is 2 maal zoo groot als de 3°, zoodat zij het 
2 


ES 
Op de 2° partij wordt ie % gewonnen en op de 3° partij 5% ver- 


deel is van de 2° en 3° partij samen. 
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Len 
loren, zoodat er op de 2e en 3e partij samen gemiddeld 2x6E—5 n 4 5 


mmh) Le % wordt gewonnen. Hij wint door elkander 5%, d. ì. 5% 


minder dan op de eerste partij en 2 meer dan op de 2° en 


3° partij samen gewonnen wordt, zoodat de fe partij zich verhoudt 


tot de 2° en 3° partij samen als 5 — 2 EN 10525 


= 1:92. De 2e en 3° partij samen zijndus 5 Xx 900 K.G., = 600 


K.G. groot. Hiervan wordt de 3e partij of Eee x 600 K.G. = 200 


K.G. met verlies verkocht. 
Le W BBD sE HOP LAOESAS TANG: 
Stelt men de grootte der 3° partij op 100 K.G., dan is de 2° partij 
200 K.G. Op de 3° partij wordt dan 5% d. i. 5 K.G. verloren en 


op de 2° partij 6 Oe lk KaG: en K.G. gewonnen, 


zoodat hij op de 2e en 3e partij samen in K.G. wint, d. i. In 


Kit 30e 250. op de 100 K.G. of 2 Y. Had hij op de 


heele partij 10% gewonnen, dan zou dit 90 K.G. bedragen hebben ; 
nu wint hij gemiddeld 5% d. i. 45 K.G., hetgeen 45 K.G. minder 


is, door dat hij op de 2° en 3° partij samen 10% — dd jee 
of En K.G. op de 100 K.G. minder wint. De 2° en 3° partij 


45 


samen zijn dus Xx 100 K.G.= 600 K.G. groot. De 3e partij 





2 


1 
bedraagt dus En xXx 600 KG. = 200 K.G. 


4, Iemand koopt een huis voor eene zekere som, waarvan hij da- 
delijk f 6000 betaalt, terwijl hij op het overige een hypotheek 
neemt à 5%, ’sjaars. Jaarlijks lost hij een gedeelte af, en 
wel elk volgend jaar f 50 meer dan het vorige. Aan het einde 
van het 1° jaar betaalt hij aan interest en aflossing f 1200; 

na het tweede f 1225. Wat is de koopsom van het huis geweest ? 


/ 
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OBI OS SIN G, 

Het tweede jaar behoeft hij geen rente te betalen van hetgeen 
hij het eerste jaar afloste. Bij de f1225 is f50, die hij meer 
aflost, zoodat f 1175 het bedrag is der rente in het 2e jaar en 
de aflossingssom van het eerste jaar. Dat is f 25 minder dan hij 
het eerste jaar betaalde, Die f 25 is de interest van de aflossings- 
som in het eerste jaar, welke dus à 5%/f 500 bedragen heeft, 200- 
dat de rente der hypotheek in het eerste jaar / 1200 — f 500 
— f 700 bedroeg. De hypotheek was dus (700 : 5) Xf 100 = f 14000 
groot en de koopsom van het huis f 6000 + f14000 == f 20000. 


‘5. Iemand wenscht te laten maken een hollen bol, van een metaal, 
welks soort. gewicht —= 124. De middellijn, buitenwerks, moet 
14 d.M., het gewicht 10 K.G. zijn. Bereken, tot in tiende 


à d 2 
deelen van m.M. nauwkeurig, de dikte van den wand (mites 


inhoud bol = En zr). De kubusworteltrekking in haar geheel 


laten staan. 
OPE OCSRENKG. 
Het holle gedeelte is een bol, waarvan wij den straal —= « stellen. 





Men heeft dan Ka n(r3 — L3) = vn Te d.M3. Hierin is 
3 | 125 5 
PA: A En d.M. en wordt » = 4 gesteld. Dus 
EN ADO, of REGE Gide BUUS UEA A ZN 
3 7 ‘64 5 64 Aanstaand 
5 
of B EES Le otosgoesdd 


BENE 3020 
dus z=}0,2309659g = 7 0,230964909 — 0,613. 
De wand is dus R—x=0,75 — 0,613 = 0,136 ...d.M. dik. 
Aanteekening. == De =—= 3,14285 is te groot. Rekent men 
het vraagstuk met behulp van logarithmen uit, (log » =— 0,4971499), 


dan vindt men #— 0,61348..d.M. en voor de dikte 0,13651 .. d.M. 


Neemt men == 3,14159.. of —-_— 0,31830988 … dan verkrijgt 


Te 


men steeds 0,136 ..d.M. voor de dlkte, zoodat het onnauwkeurige 


gegeven (e mr Ze) geen invloed uitoefende op het antwoord. 
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Algebra. 

1. Een kapitaal van f 4000 staat interest op interest uit à 40/, 
'sjaars. Aan het einde van ieder jaar wordt het, behalve met 
den interest, nog met f 100 vermeerderd. Hoe groot is het 
kapitaal na verloop van 20 jaar. (Door log. op te lossen). 

Oer SEN EO 

f 4000 is na 20 jaar 1,0420 X f 4000 geworden. 

De f/100, aan het einde van het eerste jaar er bijgevoegd, is 
dan 1,0419Xf400; de volgende f100 is dan 1,0418 X f100 ge- 
worden, enz., terwijl de laatste f100 geen rente opbrengt. De 
som dezer vermeerderingen bedraagt dus (1,0419X 100 + 1,0418 
X100 +... 1,04 X100 +100) gulden. Die som is eene meetk. 
reeks van 20 termen, waarvan de eerste 100 is en de reden 1,04. 


n Eeeh 20 Se 
Mebiroxt Ell —9500(4,04204) 


iben ’ 
Het gevraagde kapitaal is dan 41,0420 Xx f 4000 + (1,0420 — 1) 
XxX f 2500 =1,0420 X f 6500 — /2500. 
log (1,0429 Xx 6500) = 20 log 1,04 + log 6500 =4,1535794 (te klein) 
1,0420 Xx f6500 —=f14242,27 (te klein) 
f2500=f 2500 
gevraagde kapitaal — f/12742,27 (te klein) 
Aanteekening, Gebruikt men een tafel met meer dan 7 deci- 
malen, bijv. CALLET, dan vindt men 
log (1,0420 X 6500) = 4,15358014 en 1,0420 X f6500=f14242,30 
dus gevraagde kapitaal — f 12742,30. : 
2. Herleid jy” ee en 


OPEIROSSSS TINGS 


Derhalve: S=a. 





3 MSG EE dr À 
EA CTAR SES DEED TA NO ARO ARO NNEES 
vr b? led Bk 2 : ns 
be Re 
1 —i fi à 
5 5 DAO et eef 3 
EEE Ed BC HEER IER ar Aa bn 
bs ARTE 
ee 7 
=d 20 b20 C 20 20 b 


de eN NN 20 

Ke a'b7c = et GN 
le De a7 cl 
4 2n 


yal b7 cl9 


I 
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8. Loew op uit (m3 3e — B)2— (ed) 70. 


OEREN OPS STN" G. 


(E23 — 82 att) HT 0, of 
(art Ie ABI (ttr 28) 0, of 
t 
1 
(w? + 3e — 28) (a? — 3x — 28 —g) =0 dus 
art St 28 = 0 
Bo 3 4 
mX eN ae mr 
5 2 vl ae ) D 3 
©, = & en x= —?7 


en 2 — 3 — B = 


| 
En en me 
ee 5 G+V129 nd 1 (3199). 


B 
1. Van een gelijkbeenigen Á is de basis 2. Beschrijft men op 
deze basis als middellijn een halven cirkel, dan is de boog , 
tusschen de opstaande zijden gelegen 90°, Bereken het opper- 
vlak van dien A. 
OPLOSSING. 

Teeken een gelijkbeenigen AABC met AB =2 tot basis. … Be- 
schrijf uit het midden M van AB een halven cirkel, die AC in D 
en BC in E snijdt, dan is boog DE —= 90°. Vereenig M met D 
en E‚ danis /DME —= 90°; verder is, omdat AABC gelijkbeenig is, 
boog AD =bg BE, dus /AMD — /BME —= 45° en AD = BE = zijde 
ingeschreven regelmatige achthoek = }/9 — y/2 ‚ omdat — 1 is. 

Verder blijkt, dat AMAD vo ACAB is, omdat in beide gelijk- 
beenige AA de bases // A == zijn, derhalve 

AD:AB=AM: AC 


ete vim AG, dM Tr VID 


In AABC is CM =V/AC2— AM? =W3F2/2 =12 
dus 1 ABO => AB. CM=1 4/2. 
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TW EBD ESO WP TO ISES TNA 
Vereenig D met E‚ dan is in den rechthoekigen gelijkbeenigen AMDE 
DE =V/2. Verder is de hoogte MF in dien A —= En DE = Ee V2. 


Omdat AD=BE is DE//AB, dus ACDE @ ACAB, derhalve 
AB: DE = CM : CF = (CF + MF) : CF 


2:vam(or+ 3): CF, waaruit CF =1 +k V2, dus 
CM =4 +2 en LABO = AB. OM=1 +2, 


DERDE OPLOSSING. 
Zij G het snijpunt van CM met boog DE. ZA = ZB (boog 


AD + boog DE)= —& (45° + 90°) — 67°30’, dus ZACB — 180° 
— (LA + ZB)=45°; ZACM= /BCM —=22°30’. Vereenig B met G, 
dan is ZCBG = 5 boog GE == 22°30/’ dus is ABGC gelijkbeenig. 


‚In ABMGisBG =| BM2FGM? —/2, dus CM=GM HCG"? 
en LAABO = AB. CM =1 +2. 


VOLECRSD: Be rORPAn0 SS STEN EG 
Wanneer men den cirkel voltooit, is ZACB = 5 (boog AB 


— boog DE) =S (180 — 90°) 4504" Beschrijft: men hu Ut 0 
met CA als straal een cirkel, dan is AB de zijde van den inge- 
schreven regelmatigen 8-hoek, dus 
Die ad 2 
AB == ACT 99 re Zell Gn 
ben VeV2 
; ek k 4 
Verder is CM = F2 == VE 
| VIGNE VA tj 


en TAABGES Ad Weg) 
VAJ WE Do tOFP T- O8SESPT NG. 


Van het gelijkbeenig trapezium ABED zijn de evenwijdige zijden | 


AB=2, DE =W/2, de hoogte MF V2, dus 


nein). ans dk 
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omdat AABC @ ACDE, heeft men 
TAABC:IACDE = AB?2:DE2 =4:2=2:1 
ITAABC = 2.T ACDE 
en AB : DE = CM : CF = (CF + MF) : CF 


AVO V2): CF, waaruit GR 


1 1 1 1 
sfaleriet VP 2) 
us 5 Vl zie —_V?2) 5 (AV2) 


derh. WAABOS ITACDE == 1 F 2. 
Aanteekening. Uit I trap. ABED = En (ABH-DE) MF = En 


(14 W2) blijkt, dat I trap. ABED =IACDE, waaruit volgt, dat 
de lijn DE den AABC middendoordeelt. 


2. Van een vierkant PQRS wordt de zijde PS door S verlengd 
en op het verlengde een stuk SM genomen, gelijk aan de zijde 
van het vierkant. Men vraagt in de zijde PQ een punt H te 
construeeren , zoodat de lijn MH, die SR in G snijdt, het kwa- 
draat verdeelt in twee deelen, PHGS en HQRG, die tot el- 
kander staan als twee gegeven lijnen a en b. 

| Orr Te ong Ch. 

Onderstellen we de lijn MH getrokken, dan is PHGS : HQRG =a : b. 

Trekken we door het midden A van HG eenelijn BC//PS, dan 
is AABH 2 AACG, dus PHGS = PBGS en HQRG = BQRC, dus ook 

BOHR di bb :B6, 

Hieruit leiden we de volgende constructie af. 

Constructie. Verdeel de zijde PQ in B in reden van a : b; trek 
BO //PS, dan verdeelt BU het vierkant PQRS in twee deelen PBCS. 
en BQRC, die zich verhouden als a:b. Trek uit M door het mid- 
den A van BC eene lijn, die RS in G en PQ in H snijdt, dan is 


deze de gevraagde lijn. 
B meekboing: … Oinat Bis PM; is BA(=-PS)=——_-PM 
2 2 4 
il 9 1 
OUA Ht EI Di PE, denke, BH == BP. 
"4 4 3 
Voor b{a valt H in Q, als b= ze a; H hgt op het verlengde 


van PQ als b{ 5e Voor b )aenb=a ligt H op PQ. 
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3. Beschrijft men om een cirkel een trapezium, dan is het product 
van de stukken, waarin eene opstaande zijde door het raak punt 
verdeeld wordt, gelijk aan het vierkant van den straal 

OP H0:-SS}I ING. 
Zij ABCD een trapezium om een cirkel M beschreven, en E het 

raakpunt der opstaande zijde AD. Vereenig M met A, D en E. 

In AADM zijn AM en DM de bissectrices der // BAD en ADC 
van het trapezium, zoodat /MAD + /ZADM == 90° en AADM in 

M rechthoekig is. Verderis ME LAD, dus AE, DE = ME? —= R?2, 


Iets over evenwijdigheid. 





In de meetkunde wordt bewezen, dat twee rechte lijnen even- 
wijdig zijn, als zij door een derde zoodanig gesneden worden, dat 
de overeenkomstige hoeken gelijk zijn, of de som der binnenhoeken 
aan denzelfden kant der snijlijn — 2R is. Daaraan wordt dan als 
axioma toegevoegd, dat, als de som van 2R verschilt, die lijnen 
elkander zullen ontmoeten aan den kant, waar de som der hoeken 
het kleinst is (het 11° axioma van EucLipes, bekend als het pos- 
tulaat van Euvcripes); ook wel, dat door een punt slechts één rechte 
lijn evenwijdig met eene andere getrokken kan worden. Deze grond- 
eigenschap is van het grootste belang, want daarop berusten latere 
bewijzen der gewone meetkunde. Eenige interessante beschouwingen 
daarover vindt men in J. VersLuys Handb. der Meetk. III, (blz.4 6en vv.) 

Het groote gewicht van dit axioma kwam vooral aan het licht 
door de onderzoekingen van LoBATscHrwskKYy en BoLvar, die de mo- 
gelijkheid aantoonden van eene meetkunde, geheel vrij van tegen- 
strijdigheden, maar in sommige opzichten afwijkende van hetgeen 
de gewone meetkunde ons leert, zonder daarbij het axioma van 
EvcLIDEs als waar aan te nemen. 

Daarbij namen zij als grondslag aan, dat de som der hoeken 
van een Á niet steeds 2R is, zooals blijkens de bewijzen, die wij 
daarvan gewoonlijk geven, uit het axioma van Evcumres volgt, 
maar dat die som ook { 2R kan zijn. 

Deze meetkunde, welke Jmaginaire of Absolute Meetkunde, 
ook wel Astralgeometrie of Pangeometrie genoemd wordt is door 
genoemde geleerden in verschillende geschriften behandeld en verder 
door FriscHAUF (Absolute Geometrie), HeLMHoLz, Hovuër, KLEIN 
(Veber die Nicht-Euclidische Geometrie), enz. 
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Het zal wellicht eenigen lezers van dit tijdschrift niet onaange- 
naam zijn nader kennis te maken met enkele beschouwingen van 
genoemde wiskunstenaars over de evenwijdigheid van lijnen, de 
wijze, waarop zij tot den grondslag van hun stelsel kwamen en een 
paar voorbeelden, hoe de eigenschappen der zoogenaamde Absolute 
Meetkunde uit de bovengenoemde onderstelling worden afgeleid. 

Een paar stellingen, waarvan het bewijs geen bezwaar oplevert 
en ook onafhankelijk is van het axioma van EucLipes gaan vooraf 

1. Twee rechte lijnen kunnen elkaar in niet meer dan één punt 
snijden. 

2. Twee rechte lijnen kunnen elkander niet snijden, als zij door 
een derde onder gelijke hoeken gesneden worden. 

3. Als twee zijden van een À ongelijk zijn, dan ligt tegenover 
de grootste der twee zijden een grootere hoek dan tegenover de 
andere zijde en omgekeerd. — In een rechthoekigen isde hypo- 
tenusa grooter dan elk der rechthoekszijden en de beide hoeken aan 
de schuine zijde zijn scherp. 

A. Twee AA zijn congruent,: als zij twee zijden en een inge- 
sloten hoek, òf eene zijde en twee hoeken, òf drie zijden gelijk hebben, 

5. Alle rechte lijnen door één punt in een plat vlak kunnen, 
ten opzichte van een gegeven rechte in dat vlak onderscheiden wor- 
den in lijnen, die de gegeven rechte lijn snijden en lijnen, die haar 
niet snijden. De lijn, die de grens vormt tusschen deze twee 
soorten, heet evenwijdig aan de gegeven rechte. 

Fig. 1. Zij (fg. 1) AD uit het punt A loodrecht op 
BC neergelaten en in het punt A AE loodrecht 
op AD getrokken. In den rechten hoek EAD 
zullen òf alle rechten uit het punt A DC ont- 
moeten, zooals AF b.v., òf eenige zullen DC niet 
ontmoeten, zooals AE b.v. Wij weten niet, of 
de loodlijn AE de eenige lijn is, die DG niet 
ontmoet en zullen dus de mogelijkheid aan- 





nemen, dat er nog andere lijnen bestaan , zoo- 
als AG, die GD niet ontmoeten, hoe ver men ze ook verlengen 
moge. Overgaande van de lijnen AF, die CD ontmoeten tot de 
lijnen AG, welke CD niet ontmoeten, zal men noodzakelijk een lijn 
AH passeeren, die evenwijdig is met CD, d. w. z. een lijn , zoo- 
danig, die alle lijnen aan de eene zijde CD ontmoeten, terwijl alle 
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lijnen aan den anderen kant CD niet snijden. Hoek HAD, tus- 
schen HA en de loodlijn AD, zullen wij parallelhoek noemen en 
aanduiden door (p), zijnde p de afstand AD. 

Als Z#(p) een rechte hoek is, zal het verlengde AB’ der loodlijn 
AE eveneens evenwijdig zijn met het verlengde BĲ van CD. Wij 
merken op met betrekking tot de vier hoeken aan het punt A ge- 
vormd door de loodlijnen AE, AD en hare verlengden AE’, AD/, 
dat iedere lijn door het punt A getrokken, gaat door een der rechte 
hoeken, naar BC gekeerd, zoodat, alleen de evenwijdige lijn EE’. 
uitgenomen, alle lijnen, voldoende in beide richtingen verlengd, 
BC moeten snijden. 

Als 7/(p) { 90° is, zal er aan den anderen kant van AD een 
andere lijn zijn, die met AD denzelfden hoek DAK — 7/(p) ma- 
kende, evenwijdig is met het verlengde BD van DC, zoodat we ook 
nog de richting moeten onderscheiden. Alle andere lijnen binnen 
de twee rechte hoeken, die naar BC gekeerd zijn, behooren tot 
de snijdende lijnen, als zij liggen binnen hoek HAK —= 27/(p) der 
beide evenwijdige lijnen ; daarentegen behooren zij tot de niet snij- 
dende lijnen AG, als zij gelegen zijn aan den anderen kant der 
evenwijdige lijnen AH, AK, binnen de beide hoeken EAH —= 90° 
—_ Kp), EAK = 90° — 7/(p). Aan den anderen kant der loodlijn 
EE’ zullen de verlengden AH’, AK/ der evenwijdige lijnen AH, 
AK eveneens evenwijdig zijn met BC/. Onder de overige lijnen 
behooren die binnen hoek K/AH/ tot de snijdende, die binnen de 
hoeken K/AE, H/AE/ tot de nief snijdende lijnen. 

Hieruit besluiten wij, dat in de onderstelling 7/(p) = 90e de 
lijnen niet anders dan snijdend of evenwijdig kunnen zijn, maar 
als men aanneemt M(p){ 90°, zal men tweeërlei evenwijdige lijnen 
moeten onderscheiden, namelijk in de eene, of in de tegengestelde 
richting ; de overige lijnen zijn snijdend af niet snijdend. In beide 
onderstellingen is het karakter der evenwijdigheid dit, dat een even- 
wijdige lijn snijlijn wordt door de kleinste wijziging van richting, 
zoodat, als AH evenwijdig is met CD, iedere lijn AF, die naar 


den kant van CD een hoek maakt met AH, hoe klein die ook 


wezen moge, CD noodwendig moet snijden, 
6. Eene rechte lijn behoudt haar karakter van evenwijdig 
heid in al haar punten. 





89 


Zij AB (fig. 2) evenwijdig met 
CD en AC loodrecht op CD. We 
beschouwen twee willekeurige pun- 
ten op AB en op haar verlengde 
aan gene zijde der loodlijn. Stellen 
we het punt E aan den zelfden 
kant der loodlijn als de richting van AB, die we als evenwijdig 
aannemen met CD. Verder laten wij uit E op CD de loodlijn EK 
neer en trekken vervolgens EF binnen hoek BEK. Wij vereenigen 
de punten A en F door een rechte lijn, welker verlengde CD ergens 
zal ontmoeten volgens het voorgaande. Er ontstaat alzoo een AACG, 
waardoor EF loopt. Deze laatste lijn, welke AC niet kan ontmoe- 
ten, volgens constructie en evenmin AG of EK voor een tweede 
maal kan snijden (E) zal noodwendig CD ergens in H moeten snijden. 

Zij nu E/ een punt op het verlengde van AB en E/K/ eene lood- 
lijn neergelaten op het verlengde van CD. Trekken we E/F’, die 
met AE’ een hoek AE/F’ maakt, welke zoo klein is, dat zij AC 
ergens in F’ snijdt. Wij trekken vervolgens door het punt A de 
lijn AF, die met AB een hoek, gelijk aan AE/F’ maakt, en wier 
verlengde CD in G zal snijden (®). Er ontstaat dan een AAGC, 
waardoor het verlengde van E/F’ loopt. Nu kan deze lijn AC niet 
voor een tweede maal ontmoeten, zij kan ook AG niet snijden, 
omdat hoek BAG == BEG’ (®). Zij moet dus CD ergens in G’ 
ontmoeten. 

Waar de punten E en E/ ook liggen, waardoor EF en E/F’ gaan 
en hoe weinig deze lijn ook van AB moge afwijken, zij zullen toch 
| steeds CD snijden, waarmede AB evenwijdig loopt. 
| 8. De evenwijdigheid van twee rechte lijnen is altijd we- 


_derkeerig. 





Fig. 8. Zij AC loodrecht op CD en AB even- 
wijdig met CD. Wij trekken door het 
punt C de lijn CE, die met CD een 
scherpen hoek ECD maakt en laten uit 
het punt A de loodlijn AF op CE neer. 
u VEN Er ontstaat dan een rechthoekige AACF, 
wiens hypotenusa AC grooter is dan de rechthoekszijde AF (3). 
Vervolgens maken we AG =AF en draaien AF op AG, dan zullen 
AB en CF den stand AK en GH aannemen, zoodat BAK —= FAC. 
De Vriend der Wiskunde, IV. 7 
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AK zal de lijn CD ergens in K moeten snijden (&) en er ontstaat 
een AAKC, waarin de loodlijn GH de lijn AK in L ontmoet. Daar- 
door is de afstand AL van het punt A tot het Ee 
van EC en AB bepaald. 

Bijgevolg zal CE altijd AB moeten snijden, hoe klein ook hoek 
ECD wezen moge. Dus CD is evenwijdig met AB (5). 

S. De som der hoeken van een /\ kan niet grooter zijn 
dan 2R. 

Eee We willen aannemen, dat in AABC 
(fig. 4) de som der hoeken zij 2R + z. 
Zij BC de kleinste zijde. We verdeelen 
an | BC in D in twee gelijke stukken en trek- 
ken de lijn AD, op welker verlengde DE —= AD genomen wordt; 
vervolgens vereenigen wij het punt E met C door de lijn EC. In 
de beide @ AA ADB en CDE heeft men hoek ABD — hoek DCE 
en hoek BAD — DEC. Daaruit volgt, dat de som der hoeken van 
AACE ook 2R + z moet zijn. Hoek BAC, die de kleinste der 
hoeken van BAC is (3), is overgeplaatst in AACE en wel in twee 
stukken, nl.: EAC en AEC. 

Zoo voortgaande met het verdeelen in gelijke stukken van de 
zijde tegenover den kleinsten hoek op de aangegeven wijze, zal men 
eindelijk een A verkrijgen, waarin de som der drie hoeken — 2R + 2 
is, maar waarin zich twee hoeken bevinden, die elk in absolute 





waarde { En x zijn. Daar nu evenwel de derde hoek niet grooter 


dan 2R kan zijn moet # òf O òf negatief zijn. 

B, Als in EEN À de som der drie hoeken gelijk aan twee 
rechte hoeken is, zal dit ook het geval zijn met de hoeken van 
elken willekeurigen À. 

Fig 16. Onderstellen wij, dat de som der drie hoeken van 
4 ABC (fig. 5) twee rechte hoeken zij; dan moeten 
minstens 2 hoeken A en C scherp zijn. Laten we 

Kate uit B-de loodlijn p op de overstaande zijde AC neer ; 
deze loodlijn zal den AABC in twee rechthoekige AA verdeelen, 
waarvan de som der hoeken telkens weer 2R moet zijn; want ware 
dit nief zoo voor een dezer beide AA, dan zou òf de som der 
hoeken in den anderen > 2R òf anders in den geheelen A {2R | 
moeten zijn. Er ontstaat alzoo een rechthoekige À, wiens recht- 
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hoekszijden p en q zijn en waaruit men een vierhoek kan samen- 
stellen, waarvan de overstaande zijden gelijk zijn en de zijden p 
Fig. 6. en q (fig. 6) loodrecht op elkander staan. 
(8 Door herhaald omslaan van dezen vier- 
hoek kan men een anderen vormen, 
wiens zijden np en q zijn, en zoo ook 
ABCD, welks zijden onderling recht- 
hoekig zijn en waarin AB = np, AD = mg, DC = np, BC = mg, 
men »” zijn willekeurige geheele getallen. Deze vierhoek wordt 
door de diagonaal BD in twee gelijke rechthoekige AA verdeeld, 
BAD en BCD; in elk daarvan is de som der hoeken 2R. Men kan 
de getallen me en » zoo groot nemen, dat de rechthoekige AABC 
Fig. 7, (fig. 7), welks rechthoekszijden AB 
si —=np en BO == mg zijn, elken gege- 
ven rechthoekigen ABDE omsluit, 
als men den rechten hoek in beide 
laat samenvallen, Trekt men de lijn 
CD, dan ontstaan er rechthoekige AA, die twee aan twee eene 
zijde gemeen hebben. AABC is ontstaan uit de vereeniging van 
twee AA ACD en DCB, waarvan de som der hoeken telkens niet 
> 2R kan zijn. Die som moet dus voor elk —= 2R zijn en niet 
kleiner, anders zou de som der hoeken in den geheelen A niet 2R 
kunnen zijn. 

Evenzoo bestaat ABDC uit twee AA DEC en DBE, waaruit 
volgt, dat in DBE de som der drie hoeken — 2R moet zijn. Dit 
nu moet ook waar blijven voor elken willekeurigen / , omdat elke 
A op de aangegeven wijze in twee rechthoekige AA verdeeld kan 
worden. À 

Men besluit uit het voorgaande, dat slechts twee onderstellingen 
mogelijk zijn: òf de som der drie hoeken —=2R in alle AA óf zij 
is 2R in alle AA. 

HO. Als twee lijnen, die loodrecht op eene zelfde lijn staan, 
onderling evenwijdig zijn, is de som der hoeken van een wil- 
lekeurigen À —=2R. 

bies s Stel de lijnen AB en CD (fig, 8) zijn on- 
derling evenwijdig en loodrecht op AC. We 
trekken uit A de lijnen AE en AF, naar E 
Jaen PF, willekeurig op CD aangenomen. Zij 
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FC)EC. Als de som der drie hoeken van AACE = 2R —x, 
en die van AAEF —= 2R — y dan moet zij in AACF =2R — zr —y 
zijn, aangezien xv en y niet negatief kunnen zijn. Zij verder hoek 
BAF = a en hoek AFC =b, dan is x +ys=a—b, Door nu AF om 
À te laten draaien zal men hoek a, begrepen tusschen AF en AB, 
zoo klein kunnen maken als men wil; eveneens kan men hoek & 
steeds kleiner laten worden. Als nu & en b willekeurig klein 
kunnen worden, volgt uit a —b=x +-y, dat ren y geen andere 
waarden kunnen hebben dan © =0 en y = 0. 
Daaruit volgt dan: 
df in alle AA is de som der hoeken —= 2R en hoek 
Kp)=R, welke waarde de afstand p moge heb- 
ben (zie &) 
òf in alle AA is de som der hoeken (2R en tegelijk 
is hoek M(p) { AR. 
Op de eerste onderstelling berust de Gewone Meetkunde, zooals 
boven reeds is aangewezen. 


De tweede onderstelling kan evenzeer gemaakt worden ; zij vormt 
den grondslag van de genoemde Absolute Meetkunde. 


Hieronder volgen een paar eigenschappen, die gesteld en bewe- 
zen zijn met aanneming der tweede onderstelling. 


14. Men kan altijd den afstand p zoo groot nemen, dat 
H(p) gelijk wordt aan een willekeurigen gegeven hoek a. 

| Fig 9. Laat AB en AC (fig. 9) 2 rechte lijnen zijn, 
VAAR die in haar snijpunt A, den scherpen hoek a 
vormen. We nemen op AB een willekeurig 
punt B’ aan, laten daaruit op AC de loodlijn 
j B/A’ neer, maken A/A/ = AA/, richten in A/ 
de loodlijn A/B” op en gaan op deze wijze voort, 
totdat wij komen aan een loodlijn CD, die AB niet meer ontmoet. 
Hiertoe moeten wij zeker geraken; want, indien de som der drie 
hoeken van AAA’ B’/=2R-—=a, dan isde som in AAB/A/ =2R 
— 2a, in AAA’B” zal zij minder dan 2R — 2a zijn (zie 9) en 
zoo vervolgens, indien men A/A// = AA” maakt is in AAA/B”/ 
de som der hoeken kleiner dan 2R — 4a, enz., totdat men komt 
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aan een negatieven hoek, in welk geval het onmogelijk zal zijn een 
ÂÀ te vormen. 

De loodlijn CD zou wellicht de grenslijn kunnen zijn tusschen de 
loodlijnen aan den kant van het punt A, die AB ontmoeten, en 
de van A afgekeerde loodlijnen, die AB niet ontmoeten. In elk 
geval moet er zulk een grenslijn FG bestaan (&), die men passeert 
als men overgaat van de AB snijdende loodlijnen tot de Nier- 
snijdende loodlijnen. 

Trekken we nu door het punt F de lijn FH, die met FG den 
scherpen hoek HFG maakt en liggende met betrekking tot FG 
aan den kant van het punt A. Uit een willekeurig punt H der 
lijn FH wordt een loodlijn HK neergelaten op AC, waarvan het 
verlengde AB ergens in B zal ontmoeten en aldus een AAKB vor- 
men, waardoor FH loopt. Dit verlengde zal dus de hypotenusa 
AB ergens in M ontmoeten. Daar hoek GFH willekeurig is en zoo 
klein kan genomen worden, als men wil, zal FG evenwijdig met 
AB zijn en men zal hebben AF =p ($ en %). 

Naarmate p vermindert groeit hoek a aan en nadert tot AR, 
als p nul wordt. Indien daarentegen p vermeerdert, neemt hoek 
a af en hij nadert tot O naarmate p aangroeit naar oo. 

Dewijl hoek Z(p) willekeurig is, heeft men, als p negatief is, 

HP) + Hp) = WR; 
welke betrekking geldig blijft voor alle waarden van p, hetzij posi- 
tief, hetzij negatief, hetzij p — 0. 

13. Als men twee evenwijdige lijnen verlengt, naderen zij 
meer en meer tot elkander, 

Nige 10, Op de lijn AB (fig, 10) zijn twee loodlijnen 
AC = BD neergelaten en hare uiteinden C en D 
zijn door eene lijn vereenigd. Vierhoek CABD 
heeft in A en B twee rechte hoeken en in Cen 
D twee scherpe hoeken (9), die aan elkander 
gelijk moeten zijn. AB wordt in twee gelijke 
deelen Sl en in het deelpunt E de loodlijn EF op AB opge- 
richt. EF moet tegelijk loodrecht zijn op CD, omdat de vierhoe- 
ken CAEF en FEBD samenvallen, als men de geheele figuur om 
EF omvouwt. Derhalve kan CD niet evenwijdig zijn met AB. Maar 
de lijn CG, door C evenwijdig met AB getrokken. moet zich van 
CD verwijderen en AB naderen (5); zij snijdt van BD een stuk 
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BG { CA af. Het punt C is op CG willekeurig aangenomen ; bij- 
gevolg zal CG tot AB meer en meer naderen, naarmate men haar 
verlengt. 

13. Twee rechte lijnen, die evenwijdig zijn met eene derde, 
zijn onderling evenwijdig. - 

De drie lijnen AB, CD en EF (fig. 11) liggen 
in hetzelfde platte vlak. Indien nu de beide eerste 
AB en CD elk evenwijdig zijn met de derde EF, 
dan moeten ook AB en CD onderling evenwijdig 
zijn. Om dit te bewijzen wordt uit een punt A 
der lijn AB op EF de loodlijn AE neergelaten » 
die de tusschenliggende lijn CD in een punt C 
moet snijden en wel onder een hoek DCE (AR. Eene loodlijn 
AG, uit hetzelfde punt A op CD neergelaten, valt binnen hoek 
ACG (3) en elke andere lijn AH uit A binnen hoek BAC getrok- 
ken, ontmoet ergens in H de lijn EF, evenwijdig met AB. Bij- 
gevolg moet in AAEH de lijn CD de zijde AH ergens in K snij - 
den, omdat het onmogelijk is, dat zij EF zou ontmoeten. Indien 
AH uit het punt A binnen hoek CAG was getrokken, dan zou zij 
het verlengde van CD tusschen de punten C en G snijden binnen 
ACAG. Daaruit volgt, dat AB en CD evenwijdig zijn. ($ en @). 

Indien de buitenste lijnen AB en EF elk evenwijdig ondersterd 
worden met de middelste CD, dan zal elke lijn, door het punt A 
binnen ABAE getrokken, de lijn CD in zeker punt K snijden. Op 
het verlengde van AK wordt een willekeurig punt L aangenomen 
en met het punt C vereenigd door CL. Deze lijn moet EF ergens 
in M snijden, waardoor AMCE gevormd wordt. Het verlengde 
van de lijn AL binnen AMCE kan AC en CM niet voor een tweede 
maal ontmoeten of snijden; bijgevolg zal dit verlengde EF ergens 
in H snijden en derhalve zijn AB en EF evenwijdig. 

La. De drie loodlijnen op het midden der drie zijden van 
een À opgericht, zullen òf elkander niet, òf elkander in een- 
zelfde punt ontmoeten. 

Fig. 13, Onderstellen we; dat in den AABC-(fig. 12) 
de beide loodlijnen ED en DF op de midden 
E en F van AB en BC opgericht elkander in 
het punt D ontmoeten. Het punt D wordt 
met de drie hoekpunten vereenigd door DA, 
DB en DC. - 
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In de gelijke AA ADE en BDE (4) heeft men AD = BD; even- 
eens is BD =CD. AADC is dus gelijkbeenig en bijgevolg zal de 
loodlijn uit D op AC neergelaten, deze zijde AC in haar midden 
G snijden. 

Dit betoog blijft geldig, als het snijpunt D der beide loodlijnen 
DE en FD op de zijde AC zelf ligt of buiten den À valt. 

Derhalve, als men aanneemt, dat twee der loodlijnen elkander 
niet snijden, d. i. een snijpunt op oneindigen afstand hebben, zal 
ook de derde haar niet kunnen ontmoeten. 

De eigenschappen uit de aangenomen onderstelling afgeleid, stem- 
men voor een deel met die der gewone meetkunde overeen; andere 
wijken daarvan af. Zoo kan men, als de som der hoeken van een 
A {2R is, om den A geen cirkel beschrijven. Er zijn geen vlakke 
wa figuren. De som der hoeken van een wisselt af tusschen 2R 
en nul, en wordt kleiner als de zijden grooter worden. De hoe- 
ken van een regelmatigen veelhoek zijn niet constant, maar worden 
kleiner , als de zijden grooter worden. 

Den Haag, Dec. 1888. P. Poor. 





Schriftelijk Werk van het Toelatings-examen voor de 
Kon. Mil. Acad., 1888. 


Rekenkunde (1!/, uur). 
1. Bereken den 4%" term van de evenredigheid : 
118 
SEEN 
5 


Dz :(0,0214285 + 0,07957144) — 





—= (6402584 + 0,67692F) : z. 
2. Een oud zilveren voorwerp, zwaar 1,19 K.G., wordt geruild 
tegen zijn gewicht aan kwartjes, hetgeen voor den eigenaar 
f 14,96 minder opbrengt, dan wanneer de marktprijs van 
f 105 per KG. zuiver zilver in rekening ware gebracht. _ 
Als het gewicht van een kwartje 34 gramme is, wordt 
gevraagd naar het gehalte van bedoeld voorwerp. 
3. Een troep soldaten marcheert langs een weg en neemt daarop 
eene lengte van 1000 Meter in. 


2. 


96 


Op een evenwijdig aan den weg loopende spoorbaan komt 
een trein, 160 Meter lang, dien troep achterop en is na 2 
minuten geheel voorbijgereden. 

Hoe lang zou het hebben geduurd vóór troep en trein el- 
kaar in tegengestelde richting waren gepasseerd , zoo de trein 
bij beide gelegenheden 39,6 K.M. per uur aflegt ? 


Stelkunde (1!/, uur). 
Geplaatst onder n°. 404. 
Bepaal de waarde van v/e uit: 
r=y (a? —b?) wanneer a = 1,22574 b==0,91344, 
Een vader heeft 3 zoons, waarvan de beide jongste 3 jaren 
in leeftijd verschillen. Iedere zoon krijgt telkens bij zijn ver- 
jaardag een gulden in zijn spaarpot. Een zeker aantal jaren 
na zijne geboorte sterft de oudste en verdeelt de vader diens 
spaarpot onder de beide anderen in reden hunner leeftijden. 
Nog evenveel jaren later heeft de jongste zooveel guldens als 
de leeftijd van zijn overleden broeder toen zou bedragen heb- 
ben, terwijl zijn ouderen broeder dan f 5 meer bezit. Hoe 
oud waren die jongens bij het overlijden van hunnen broeder ? 


Meetkunde (2 uur). 

Van een driehoek ABC is de basis BC—6, de opstaande 
zijden AB en AC zijn respectievelijk 11 en 7. De lijn die 
het supplement van den tophoek middendoordeelt, snijdt het 
verlengde van de basis in een punt D; dit punt wordt ver- 
eenigd met het midden E van de zijde AC. 

Bereken de lengte van de vereenigingslijn DE. 
Construeer in een cirkel, waarvan de straal r bekend is, 
een trapezium, waarvan drie zijden aan elkaar gelijk zijn, 
en waarvan de vierde zijde gelijk is aan ; maal elk der 
overige zijden. 
Twee cirkels, waarvan de straal des eenen het dubbel is van 
die des anderen, raken elkaar inwendig aan. 

Zij A het raakpunt, BC een koorde in den grootsten cir- 
kel, die den kleinsten in D aanraakt, dan vraagt men te 
bewijzen, dat de lijn AD den hoek BAC middendoordeelt. 
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Schriftelijk Werk voor het Toelatingsexamen tot Adelborst 3e klasse 
aan het Kon. Instituut voor de Marine te Willemsoord 1888. 


Rekenkunde. Van 2 u. 30 m.—4 u. 
De vraagstukken moeten rekenkunstig, zonder behulp van algebra, 
worden opgelost. Volgorde naar verkiezing. 
1. Herleid 0,% (vijftallig stelsel) tot eene gewone breuk in dat 


stelsel en (achttallig stelsel) tot eene achtdeelige breuk. 





12 
2. Wat is de waarde van # in de volgende evenredigheid: 


@—3): (AF hie) (2E at) (4e +48) 


z te berekenen door toepassing van de eigenschappen der evenredig- 
heden, zonder van de hoofdeigenschap gebruik te maken. 

3. Iemand koopt een slecht stuk land voor f 300 de HA. Om 
het land te verbeteren, maakt hij f 37500 onkosten. Hij verkoopt 


het daarna: ie gedeelte voor f 600 de HA. en de rest voor f 550 


de HA. Als hij nu daardoor eene zuivere winst geniet van f 22500, 
hoeveel oppervlakte had dan het land? 

4. Een vat gevuld met wijn weegt 245,25 KG. en hetzelfde 
vat met olie gevuld, zou slechts 225 KG. wegen. Als men weet 
dat 1 L. wijn 99 DG. weegt en 1 L. olie 9 HG., dan vraagt men: 

je de inhoud van het vat, en 

2e het gewicht van het leêge vat? 

5. Geplaatst onder n°. 406. 

6. Wat is de waarde van: 3d +21 


rt 
(1,6 +753 + 5,8 — 3) : 4 + enn’ 
Stelkunde. Van 9 u—- 10 u. 30 m. 
1. Zoek het quotiënt van: 
aP+e — 5artat + 1AaPtat — ZOarte® + AAgrtis — artis 
+ 28aPt1-P en al — Zar + Zat? — Aat? 
2. Herleid: | 
Pete API premginr edge 
pr gtr? + pg pi —qgt—ri + gr 
3. Wat is de g.g.d. van: 
2a3 — Ta? — 64a + 105, 443 — 464? + 144a — 126 
en 2a3 — 3a? — 50a + 75? 
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29 
3V2—V(5—2V6) 


5. Vereenvoudig zooveel mogelijk : 


D/ ab 7 5) Lx la) TE ab | TÄx 
af 1 Lt + — zr 
/ Lj 0 xe a) X(ab) — zÂ0 

6. Geplaatst onder n°. 405. 

Meetkunde. Van 11 u.—12 u. 30 m. 

1. Van een trapezium kent men de basis —= a, de bovenzijde = b; 
tevens weet men dat de diagonalen de hoeken aan de basis midden 
door deelen. Construeer dit trapezium en bereken den afstand van 
het snijpunt der diagonalen tot de basis. 


4. Herleid: 


sell 


2. Van een parallellogram verhoudt zich de kortste zijde tot de 
langste als 1 : 2, terwijl de hoek tusschen die zijden 60° bedraagt. 
Hoe verhouden zich de lengten der diagonalen ? 

3. Construeer een driehoek, waarvan gegeven zijn twee hoogte- 
lijnen, benevens de hoek, dien die lijnen met elkander maken. 


Over de gemeenschappelijke raaklijnen van 
twee cirkels. 





Beschouwen we de beide cirkels G en H, waaraan de uitwendige 
raaklijnen AB en CD, alsmede de inwendige AC en BD gecon- 
strueerd zijn. Zij E het snijpunt der uitwendige en F dat der 
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inwendige raaklijnen. Er zijn dan vier AA ACE, BDE, ABF en 
CDF ontstaan, waarvan de twee AA ACE en BDE beide den cirkel 
H tot ingeschreven en den cirkel G tot uitwendig rakenden cirkel 
hebben, terwijl de beide cirkels G en H uitwendig rakende cirkels 
der andere twee AA ABF en CDF zijn. 

Hieruit volgt ten eerste, dat de as GH door het snijpunt E der 
uitwendige raaklijnen AB en CD gaat, en den ZAED dier raak- 
lijnen halveert, en ten tweede, dat de as GH ook door het snij- 
punt F der inwendige raaklijnen AC en BD gaat en den ZAFD 
(ZBFC) dier raaklijnen halveert. 

Men heeft dus de bekende stelling : 

TL... De as van twee cirkels gaat zoowel door het snijpunt 
hunner gemeenschappelijke uitwendige als door dat hunner in- 
wendige raaklijnen en halveert den hoek door de uitwendige, 
alsmede dien door de inwendige raaklijnen gevormd. f 

Als nu de raaklijn AB den cirkel G in J en den cirkel Hin K, 

D D CD » pun Ges Eep ep » H » M, 

D pants pp Ges Pp op prins mQ)5 

D v ABD; OER. Sm psy Hemi 
aanraakt, dan is de cirkel G een uitwendig rakende cirkel van AACE. 
Het middelpunt G ligt bijgevolg op de halveeringslijn (bissectrix) 
van den buitenhoek CAJ. 

De cirkel H is de ingeschreven cirkel van AACE. Zijn middel- 
punt ligt op de halveeringslijn (bissectrix) van ZEAC (nevenhoek 
van /CAJ). 

Hieruit volgt, dat de halveeringslijnen (bissectrices) AG en AH 
een rechten ZGAH met elkaar maken. 

De lijnen uit G en H naar A getrokken staan dus loodrecht op elkaar. 

Hetzelfde toont men aan van de lijnen uit G en H naar B, C 
en D getrokken. 

Hieruit volgt de stelling : 

II. De vier punten, ontstaan door de snijding der twee ge- 
meenschappelijke inwendige raaklijnen met de twee gemeen- 
schappelijke uitwendige raaklijnen aan twee cirkels, liggen op 
een cirkel, die den afstand der middelpunten der gegeven cir- 
kels tot middellijn heeft. 

Zij Z het midden der as en ZT loodrecht op AB, dan is JT = TK, 
dus AZJT 2. AZKT, derhalve ZJ=ZK. Eveneens is ZL = ZM. 
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De punten J, K‚, M, L liggen dus evenver van Z. 

Men heeft dus de volgende stelling : 

HI. De raakpunten der uitwendige gemeenschappelijke raak- 
lijnen aan twee cirkels liggen op een cirkel, wiens middelpunt 
het midden der as der twee gegeven cirkels is. 

Zij ZT’ L AC. Men kan nu op gelijke wijze bewijzen , dat ook 
de punten P, Q, R,‚ S evenver van Z liggen, en verkrijgt daar- 
door de stelling: 

IV. De raakpunten der inwendige gemeenschappelijke raak- 
lijnen aan twee cirkels liggen op een cirkel, wiens middelpunt 
het midden der as der twee gegeven cirkels is. 

Uit de stellingen over de raakcirkels aan den driehoek volgen nog 
de verdere gevolgtrekkingen, in het bijzonder over de afstanden 
der raakpunten der gemeenschappelijke raaklijnen van twee cirkels. 
Zoo is b.v. AB = CD =PQ=RS, JK =LM=AC=BD, d. i.: 

V. De afgesneden stukken der uitwendige finwendige) raak- 
lijnen van twee cirkels tusschen de inwendige (uitwendige) raak- 
lijnen zijn gelijk aan den afstand der raakpunten van een 
inwendige (uitwendige) raaklijn. 

Dewijl de rechte lijn AG den buitenhoek A van den AABF 


halveert, is ZFAG = 90° — 5 ZBAF 
en evenzoo ZGFA = 900 — ee ZAFB 
bijgevolg ZAGF = 5 ZBAF + ZAFB). 


Nu is volgens de tweede der bovenstaande stellingen AGZA ge- 

lijkbeenig met Z tot top, bijgevolg is: 
ZAZF = 2/AGF = ZBAF + ZAFB 
en dus /AZF + /FBA = /BAF + /AFB + /FBA =180°. 

Vierhoek ABFZ is dus een koordenvierhoek (d. i. een vierhoek, 
waarom een cirkel kan beschreven worden). 

Hetzelfde geldt van den vierhoek AZCE, 

Duidt men de punten A, B, C, D, waarin een uitwendige en 
eene inwendige raaklijn elkaar snijden, kortheidshalve door raak- 
lijnensnijpunten aan, dan volgt de stelling : 

VL. De raaklijnensnijpunten op eene uitwendige (inwendige) 
gemeenschappelijke raaklijn van twee cirkels liggen met het 
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midden der as en het snijpunt der beide inwendige (uitwendige) 
raaklijnen op eenen cirkel. 

Deze stellingen hebben nu harerzijds wederom terugwerkende 
kracht op die stellingen, met wier hulp -zij afgeleid werden , name- 
lijk op de stellingen over de raakcirkels eens drlehoeks, omdat de 
zijden deszelven als gemeenschappelijke raaklijnen zijner raakcirkels 
kunnen opgevat worden. 

Kortheidshalve zullen de verschillende soorten van cirkels, waar- 
over de stellingen II, III (IV), VI handelen , als cirkels der eerste, 
tweede en derde soort aangeduid worden. Dan blijkt, dat de om- 
geschreven cirkel des driehoeks (men denke zich b.v. AABF als 
gegeven) een cirkel der derde soort is, zoodat de stelling geldt : 

VII. De middelpunten der zes assen der vier raakcirkels eens 
driehoeks liggen op den omgeschreven cirkel des driehoeks. 

Wordt nu de omgeschreven cirkel eens driehoeks geconstrueerd, 
zoo bepaalt een van de halveeringslijnen (bissectrices) der hoeken 
des driehoeks een dier zes middelpunten der assen. Door hem echter 
volgen met behulp van een cirkel der eerste soort dadelijk de beide 
op die hoekhalveeringslijn (bissectrix) liggende middelpunten van 
raakcirkels des driehoeks, daarmede andermaal de overige hoekhal- 
veeringslijnen (bissectrices) en de middelpunten der beide andere 
raakcirkels. | 

Bepaalt men dan een der raakpunten der zijden des driehoeks 
regelrecht met een der raakcirkels, dan kan men met behulp van cirkels 
der tweede soort alle overige elf raakpunten gemakkelijk door cirkels 
opsporen, wier middelpunten en stralen bekend zijn. Daardoor 
wordt de tot nu toe niet recht gemakkelijke constructie der vier 
raakcirkels eens driehoeks met hunne twaalf raakpunten belangrijk 


vereenvoudigd. nn 


Ingekomen vraagstukken, 
WAARVAN DE OPLOSSINGEN GEVRAAGD WORDEN. 





XCV. Als een zeeman op den 30°" October, terwijl de zon 140 
__zuiderdeclinatie heeft, de middaghoogte der zon in 't zui- 
den 46° bevindt te zijn en zijn horloge, dat naar den 
waren tijd van Amsterdam geregeld is, juist op half elf 
staat, waar bevindt hij zich dan op aard ? 
(Verg. ex. Winschoten, 15 Dec. 1888.) N. N. 


OPLOSSINGEN 
der opgaven 381—400. 


381. Men snijdt een regelmatig vierzijdig prisma door drie platte 
vlakken, zoodanig, dat de eerste doorsnede een gelijkbeenige A, 
de tweede eene ruit en de derde een zeshoek is. Hoe kan 
zulks geschieden ? 


OA OSS NG: 

De doorsnede zal een gelijkbeenige / zijn, als het vlak door 
een hoekpunt van het grondvlak en een diagonaal van het boven- 
vlak gaat, zonder door een opstaande ribbe te gaan. Het vlak 
snijdt dan drie zijden van het prisma. Ä 

De doorsnede zal eene ruit zijn, als het vlak door twee over- 
staande hoekpunten van het lichaam gaat en twee opstaande ribben, 
die niet in een dier hoekpunten eindigen, middendoor deelt. Het 
vlak snijdt dan vier zijden van het prisma. 

De doorsnede zal een zeshoek zijn, als het vlak twee overstaande 
opstaande ribben middendoor deelt, en het grond- en bovenvlak 
snijdt. Het vlak snijdt dan alle zijden van het prisma. 

Een en ander valt gemakkelijk te bewijzen. 

Ook zal het den lezer niet moeielijk vallen op te sporen, welke 
vlakken ook aan de vraag voldoen. 

382. Als men in een gelijkbeenigen AABC, beschreven in een 
cirkel M, de koorde AD trekt, die de basis BC in E snijdt, 
dan is AD. AE = AB?, 

O,P:Lr0 SS: ING: 

Vereenig B met D, dan is /ABE — /ACB 
=—=ZADB en /BAE=/BAD, dus AABE 
uv AADB en AE: AB =AB: AD 
of AD.AE= AB? 

Aanteekening. Uit AACE @ AACD volgt 
hetzelfde. 

T WEE DE OP 'GEOSS SeLENEG! 

Trek de middellijn AMF en de koorde DF. Omdat in den vier- 
hoek DEHF de overstaande // D en H recht zijn, is DEHF een 
ingeschreven vierhoek, dus 





AD GARE AF DAH. St 
Voigens eene bekende eigenschap is. 
AF AHA ORT UAA SAE DON CER 
derhalve AD. AE == AB? 


Aanteekening. Uit AADF w AAHE volgt (1) eveneens. 
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DERDE OPLOSSING. 
Als men den cirkel construeert, die AB in B raakt en die tevens 
door D en E gaat, dan is AB eene raaklijn en AD eene snijlijn, 
zoodat AB?=AD. AE. 


383. Als een getal van 3 cijfers door 27 deelbaar is, is ook het 
getal van 3 cijfers, dat men er van afleidt door het cijfer 
der honderdtallen naast dat der eenheden te plaatsen, even- 
eens door 27 deelbaar. Zijn er nog meer getallen, waar- 
voor dezelfde eigenschap geldt? 

CH Kare OE A LN CES 
Er moet aangetoond worden dat, wanneer een getal van 3 cijfers, 
van den vorm [adel of 100a +10b +e, door 27 deelbaar is, 
ook het getal [zca | of 100b + 10e + a door 27 deelbaar zal zijn. 
Als men de beide leden der vergelijking 100a + 10b + c —= 27-voud 
met 10 vermenigvuldigt, heeft men 100b + 10c + a + 9994 — 27-voud 
of 100b + 10e + a = 27-voud — 27. 37a 

of … [öea | — 27-voud. 

Omdat 999 = 27.37 =9.111 =3.333 is, bewijst men op 
dezelfde wijze hetzelfde voor het geval, dat een getal van 3 cijfers 
door 3, 9, 37, 111 en 333 deelbaar is. 


DME DAE TOPPIE Ost TNG: 
De stelling is bewezen, als we slechts aantoonen. dat het ver- 
schil der beïde getallen een 27-voud is. 
We hebben: [ae | = 100a +[ 5e | 
Vieal=  ar40l zo| 
verschil == 9a— I| ze |, of 9 ze | — Ia 
= la — [5e |, of WF ze |—114) 
Omdat [asc | een 27-voud is, hebben we 
at | Ze | = 9-voud 
Ma +41 [ze | = 9-voud = 3-voud 
4 Baes 3-voud 
of wel: 12a == 3-voud 
(laf ze | of (M] Ze |— a) =3-voud, dus 
Ada — | Fe | of MI1| Ze | — 4) = 27-voud, 
hetgeen bewezen moest worden. 






































Onderzoeken we of de stelling doorgaat voor getallen van een 
willekeurig aantal cijfers en noemen we daarbij het cijfer der hoogste 
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rangorde a en het (geïleerde) andere gedeelte van het getal p, 
dan vindeu we: 
Voor een get. van 2 cijf. is het versch. 9(a—p) niet deelb. door 27. 
PDP Pret ries ld p) WE AL HERT 
» » 2 » Geyf.» » ». (1Tlap), ntet »* » 27, 
Dr DB WS Cit. Des pn TTL Tap) ntet avan 
DPR p Oefenen» AAA Taerd) WEL Dr ENG 
Of in het algemeen: de stelling gaat door voor getallen van 3x 
en niet voor getallen van (3n 1) cijfers. 
Aan den lezer zij overgelaten te bewijzen, dat de stelling doorgaat : 
1° in het 10-tallig stelsel voor een getal van 9n cijfers, dat 
een 81-voud is; 
20 in het p-tallig stelsel (waarin s een deeler van (p — 1)) voor 
een getal van sn cijfers, dat een s(p —1)-voud is. H. de Groot. 


384. Aan een cirkel O trekt men eene raaklijn RS. Het raakpunt 
A wordt met de uiteinden eener middellijn BC vereenigd, 
terwijl uit B en C loodlijnen BB’ en CC’ op RS worden 
neergelaten. Bepaal de verhouding van den inhoud van AABC 
tot dien van trapezium BCC/’B’ en bewijs, dat zij constant is, 
welke de richting der middellijn BC ook zij. 

OP; LOS LN Garn 
De AABC bestaat uit de AA BOA, COA, 


waarvan de oppervlakken zijn 


AGORA Tt ECT KO8 
) 9 


Het geheele oppervlak is dus gelijk aan 
En (AB! + AC/) 





dat is te zeggen gelijk aan de helft van het trapezium BB’C/C. 
385. Leidt uit het eerste lid dezer gelijkheid het tweede af. 

Rr A2 zh f Rr jd (Erh 
ch hi R3 Lr2aakr) 
Aen ee. ) 
Welke meetkundige eigenschap drukt deze identieke vergelij- 
king (identiteit) uit? 

O PL O8 SNG: 


R 2 h (Rm? h zh 
(EE) tE ERR) HERE ARer) 


dad 











105 


FR (RAE ORI pz) 











Ik 5 (R2 4124 Rr). 


Deze identiteit drukt uit, dat de inhoud van een afgeknotten 
kegel gelijk is aan de som van den cylinder, waarvan de straal 
van het grondvlak gelijk is aan de halve som der stralen van de 
grond- en bovenvlakken van den afgeknotten kegel, en den kegel, 
waarvan de straal van het grondvlak gelijk is aan het halve ver- 
schil dier stralen, terwijl beide de hoogte van den afgeknotten 
kegel tot hoogte hebben. 

386, Twee regelmatige prisma's, die gelijke vierkanten tot grond- 
vlakken hebben, zijn zóo door elkaar geschoven, dat de assen 
rechthoekig op elkaar staan en dat 2 diagonaalvlakken in een 
plat vlak liggen. Hoe groot is het lichaam, dat de 2 prisma’s 


gemeen hebhen, als de ribbe van het grondvlak a is? 
(J. Versluys, Lrb. d. Stereom., n°. 270). Jeanne. 


O Pri GeSsS- ING 


Zij ABCDEFGH het eerste 
prisma; ABCD en EFGHzijn 
vierkanten met zijden a, de 
opstaande ribben zijn recht- 
hoekig op grond- en boven- 
vlak. RS is de as van dat 
prisma. De as TU van het 
tweede prisma staat in V 
rechthoekig op RS en ligt 
in het diagonaalvlak ACGE. 
Dit vlak is tevens het eene 
diagonaalvlak INPL van het 
tweede prisma, waarvan 
grond- en Bvenviak IKLM en NOPQ rechthoekig op TU, dus even- 
wijdig aan BDHF zijn. Het tweede diagonaalvlak KMQO van het tweede 
prisma loopt evenzoo evenwijdig aan de vlakken ABCD en EFGH. 
Uit de figuur blijkt nu onmiddellijk, dat de prisma’s het lichaam 
eabedf. gemeen hebben, d. i. een lichaam bestaande uit twee @. vier- 
zijdige regelmatige piramides eabed en fabcd. (De teekening is het 
eenvoudigste te construeeren door uit te gaan van het vierkant efgh, 


de doorsnede van het vlak BDHF met het tweede prisma). 
De Vriend der Wiskunde. IV. 8 


v \ 
nn nm nf on en 
\ ‚ 


OE 
hd 1‘ 
hk 
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Men heeft dus: Inhoud eabedf — 2 X Inh. eabed —= 2 X opp. abed 


zn hs eV —= a 2)? X Re D EL a/2= Ro a3V 2, want abed 
3 3 2 3 
is een vierkant, waarvan de zijde a}/2 isen eV — ef en 5 KM 


1 
En 


a}/ 2. Het lichaam aan beide prisma's gemeen is dus groot a 2. 


Jeanne. 


387. Als gegeven is (a —b):(b—ec)=a:c, bewijs dan dat 
En = u — at Bewijs ook het omgekeerde. 
a c 


(Verg. Ex. Velp, 1888). 


OPVO SR IN 
Uit (a — bh): (b — c) =a:c volgt successievelijk e(a—b) = a(b—ce) 
ac — be = ab — ac, Zac = be + ab 
Zac __ be jn ab 


Dik jee Jen AR er omgekeerd. W. 
abc abe abe b a b 


TW EE'D BeeOsbelr0OSS Ssl.NG: 
Uit (a—b):(b—c)=a:c volgt, dat a, b, ce gedurig harmo- 


nisch evenredig zijn. Hunne omgekeerde waarden zijn dus gedurig 
1 1 1 1 Zl d 


kenkundig evenredig, dus =0f 
rekenkundig Eelde S 3 5 . REE 
Uit Bd A eid 
b a C c b b a 
1 1 4 B 
zoodat — reed gedurig rekenkundig evenredig zijn. Hunne 
a û 
omgekeerde waarden a, b, ec, zijn dus gedurig harmonisch even- 
redig , zoodat (a—b):(b—e=a:re. 


388. Beschrijf een vierhoek, die vier gegeven lijnen tot zijden heeft 
en waarvan de inhoud gelijk is aan een gegeven vierkant. 
H. W. Schmelling. 
Or Ps LO aswSsleNe G. 

Noem den gevraagden vierhoek ABCD, de vier gegeven zijden 
AB==a, BO=b, CD=c, AD =d en den inhoud van het gege- 
ven vierkant == v? Trek de diagonaal AC, dan is 

I vierhoek ABCD —= I AABC + I AACD. 
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Trek CE.LAB, CF LAD. Stel BE=t, CE=y, DF =w en 
CF =z, dan heeft men 
I vierh. ABCD = En AB. CE he AD.CF = be dz =v?, 

Nu is in AABC AC? = a? db? + 2ar 

en in AACD AC? = c2 + d2-E2dw 

al naardat ZB en ZD stomp of scherp zijn. 

Men heeft dus AC? = 

a? db? Zar =ec? 4d? + 2dw voor B stomp, D stomp 

a2db2d2ar=cttdi—2dw » B » ,‚D scherp 

ard b2— Zar =ecttdt+2dw » Bscherp, D stomp 

ad b2—Zar=ecttd?—2dw » B » ,D scherp 

Van deze vier gevallen nemen we het eerste en laten de andere 
aan den lezer ter oefening over. 

a? db? + Zar = Ce? + d? + Udw 























2 ge ea tst 15 
dus Dn rn! 
2d d 
2 ven nrd ires 
Stel hierin Ee Ameen df =p en bek ds dan is w =p J-qz. 
2d d 
af 
Uit Pe ER j olet net en in ACDF 
9 2 d 
3 Ee En 2v? a wv? 
IS Zits 212 , dus der Ne 
Ve w We w 7 d y d qy 
Lv? Lv?g 
cC3 — Wi == een En 21/2 
a Td 
Lv? 4v°?g 
we2 zZz Ce? — + A of 2 
ad rn dT 
2 2 
Stelt men c2 — En zr? en Se == SOLIS 
wi=rdsy— gy? en w=l/ rt sy — gy? 
of rid sy — q°y* =p? + pgr + q°r? 
en sy=p— rd Wpge + gw + YP). 
In ABCE is nb DE 


sy =p. —r° + pgr + q°b? 
ms 2 
dn Nd 0 EN, 
Ss Ss 
sters 272 
DAE hee GG 
8 8 


Stel ee 
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Maar Un Wb ‚ dus 
tie Vb — bij 
beat =t? + Uur + utr? 
of (u* +1)? + Uur +2 —bt=0 
waaruit r= en ús VEEN 
uid 
en pe tu but FI)? 
ard 
AABC kan nu geconstrueerd worden, Eveneens AACD, en wel 
aan beide zijden van AC. Met de twee waarden van « komen 
2 waarden van y overeen, dus ook 2 AA ABO. Hieruit volgt, 
dat er in het algemeen 4 vierhoeken zijn, die uit de gegevens 
kunnen geconstrueerd worden. 
Aanteekening. Men mag niet aannemen, dat met de vier ge- 
geven lijnen een vierhoek te construeeren is, die een rechten hoek 
heeft, omdat zulks niet altijd mogelijk is. 





389. Eene gemeente leent f 60000 van eene Maatschappij en moet 
aan ’teind van elk jaar hee 0/, rente betalen . waardoor ze, 
na 20 keer die rente uitgekeerd te hebben, hare schuld af- 
gelost heeft. Als de Maatschappij hare gelden kan opnemen 
tegen bn %o, hoeveel administratiekosten heeft ze dan in 
die 20 jaren verdiend ? 

(W. H. Wisselink, Vrgst. t. Oef. Alg, 3° st, III, S4,n° 19). Jeanne. 
OMP LOSS TNG 
De Maatschappij leent aan de gemeente f 60000; zelf neemt zij 


die som op à tn Of, ’s jaars. Aan het einde van elk jaar ontvangt 


zij 600 x me = f 4650, hiervan betaalt zij de verschuldigde 
rente, het overige besteedt zij voor aflossing der 60000 gld. De 
vraag, die wij dus in de eerste plaats moeten beantwoorden is deze : 
Wanneer heeft de Maatschappij die f 60000 afgelost? 
Na 1 jaar is de Maatschappij nog schuldig : 
60000 (1,045) — 4650 gld. 
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Na 2 jaar 60000 (1,045)? — 4650 (1,045) — 4650 gld. 
Heeft zij nu aan het einde van het «de jaar haar schuld afge- 
lost, zoo is 
60000 (1,045)* — 4650 (1,045)* —* — 4650 (1,045)®—? — enz. …. 
…….— 4650(1,045) — 4650 = 0 


Hieruit volgt 60000 (4,045) — 4650 Oi —L 
1,045 — 1 
195 (1,045) — 465 
4 OR 
13 


xlog 1,045 = log 31 — log 13 
0,0191163x = 1,4913617 —1,1139434 
©=—=19,74, 
Hieruit blijkt dat aan het einde van het 19% jaar of bij het 
begin van het 20ste jaar de Maatschappij nog eene som (kleiner dan 


f 4650) schuldig was. Vermeerderd met de rente à ze 0, kan 
2 


zij die eerst betalen aan het einde van het 20ste jaar, wanneer zij 
zelf van de gemeente de laatste 4650 gld. ontvangt. Het over- 
blijvende is in de twintig jaren verdiend. 

Wij berekenen dus eerst wat de Maatschappij na 19 jaar schul- 
dig is nl. 60000 (1,045)!® — 4650 (1,045)! — enz... — 4650 gld. 
Deze som is gelijk aan: 


190 
60000 4,045)19 — 4650 d043 "1 


EE 4 ab olv Rh, 
Aan het einde van het 20ste jaar moet de Maatschappij dus nog 
betalen : 1,045 X de som in (1) aangegeven. Stellen wij die som y, zoo is 
1,04519 —1 
y=1,045 60000 (1,045)19 — 4650 | 
0,045 
of 3y —= 180000(1,045)?® — 310000 (1,045)29 + 310000 X 1,045 
3y —= 323950 — 130000 (1,045) °° 
z==130000 (1,045)? vinden wij uit log z=log 130000 + 20 log 1,045 
= 5,1139434 + 0,3823260 —= 5,4962694, waaruit z= 8313523; 
derhalve 3y — 323950 — 313523 — 10427 of y = f 3475,67. 
Aan het einde van het 20ste jaar ontvangt de Maatschappij dns 
f 4650, zij moet betalen f 3475,67 en houdt dus over 4650 
=— 3475,67 —= f1174,33. De in 20 jaren verdiende administratie- 
kosten zijn dus 1174,33 gld. Jeanne. 
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390. Bereken de waarden van zen y uit de volgende vergelijkingen 





ne Vanngans.: 102 
DEENSE Knepdey Le 
Var nn Ve 
Ex. Wisk. Zwolle, 1864). W. A. W. Moll. 
OPLOSSING. 
En hl 10z 
Za Ve +4)? 


17 an ie dij 40e* 
3azy er 7y? ek) 
y(3x — 7y) = 0 


y=0 en 3x — Ty = 0 of Al 


Wey =y—. Omdat ry positief is, vervalt y= 0. 


Dus Ned NS 
7 7 





waaruit sat G=0 en “=1, en 
3 4 
d te NE nn 
us Yi : Ya 3 
Omdat y— 1 positief moet zijn, vervalt y = eh zoodat alleen 


Ba dent — RVI OET: 


391. Als a(a Hb) =S'e(ed-b) is, dan is a —c of act bt 0: 
Bewijs dit. (P.J. Bos, Lrb.d. Alg. I, bl. 459, n°.14). W. 


ORE 5 AS OL ANNO 


Uit het gegevene volgt a? ab —= c? + cb 
of a? — c?+ab —ch=0, of (a+ ec) (a — ec) + b(a —c) = 0 
of (a — ce) (a +b + €) = 0. 

Hieraan wordt slechts voldaan, als a=còfatbdtc—=0is W. 


392, Als men de evenredigheid a:b =e:d heeft, is dan ook 
(ad-p) : (b +-p) =(e +-p): (d-+- p)? 
(Pd Boss Lrbod, Aloemte sia 04 mn 60) W. 
OP LOOPS SI NG. 
Opdat de evenredigheid (a + p) : (b + p) = (ce + p) : (d + p) waar 
zij, moet men hebben: (a + p) (d + p) =(b + p) (ce + p) 


Er 


of ad +ap + dp +p? =be + bp +ep + p? 
of, daar gegeven is ad = be: ap + dp =bp + ep 
en hieraan wordt slechts voldaan , als p=0 òf a + d=b+eis, 
In het 41° geval ondergaat de gegeven evenredigheid door ver- 
meerdering der termen met p geen verandering. 
Blijft te onderzoeken of a + d =b + ec kan zijn. 
Is dit laatste waar, zoo is ook a? + 2ad + d? — hè + 2he + Cc? 


Uit het gegevene volgt : kad en Abe 
dus a? — Zad + d2 =b* — We + e? 
of (a—d)? = (b—c}? 
waaruit volgt: a—d=b-—e òf a—d=—bte 
maar ad d=btHe atd= b+e 
dus a=benc=d Öf Wat dhennbrerd. 


Hieruit blijkt dat men alleen bij evenredigheden van de gedaante 
7:7=8:8 òf 7:10=7:10 de termen met eenzelfde getal mag 


vermeerderen. W. 
393. Als Ld oe bela —= br +egis, dan is ar =pe of aq = bp. 
p a 


Bewijs dit. (P.J. Bos, Lrb. d. Alg. I, bl. 165, 93.) W. 
ORPELE OE KEN is 


Uit het gegevene volgt door vermenigvuldiging met ap: 
a?gr + bep? = apbr + apeq 


of a?qr — apbr — apcq + bep* = 0 
of (ar — cp) (aq — bp) = 0. 
Hieruit volgt: ar=cp òf aq = bp. W. 


394. Als (a —c):(b —d) = (am — en) :(bm — dn) is, dan is 
ad=be of. m=n. Bewijs dit. 
(P. J. Bos, Lrb. d. Alg. I, bl. 165, 95). W. 


ORDRE SE Nijlt, 


Uit het gegevene volgt: 
(a — €) (bm — dn) = (b— d) (am — en) 
of abm — adn — bem + edn =abm — ben — adm + edn 
of adm — adn —bem + ben = 0 
of (ad — be) (m — n) = 0 
en hieruit volgt: Beef NEN. W. 
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395. Onder welke voorwaarde zal uit de evenredigheden « : b =am :bm 

en c:d =en:dn volgen de evenredigheid 

(a +): (bd) = (am + en) : (bm + dn)? 
(P. J. Bos, Lrb. d. Alg. I, bl. 165, 96). W. 
OaP:slrr0 (SS Te NuG: 
Opdat de evenredigheid (a + c): (b + d) = (am + en) : (bm dn) 

waar zij , moet men hebben : (a + c) (bm + dn) =(b+d) (am + en) 
of __abm + adn + bem + edn —= abm + ben + adm + edn 


of adm — adn — bem +ben = 0 
of (ad — be) (m — n) = 0 
waaruit volgt ad. ben òf.s man, 
In het 41° geval moet a:b=—=ec:d zijn, zoodat de redens der ge- 
geven evenredigheden gelijk moeten zijn. W. 


396. A en B zullen zeker werk verrichten. A begint en werkt 5 


van den tijd dien B noodig heeft om het geheel te doen. 
Nu neemt B het werk over en voltooid het. Waren zij te 
gelijk begonnen, dan was het 2 weken vroeger gereed ge- 
weest en dan had A half zooveel verricht als hij nu voor B 
heeft overgelaten. In hoeveel weken zou ieder alleen het 
werk hebben kunnen afmaken ? 

(J. Versluys, Rek. v. gevord., $ 9, n°. 34). Ee 

OB 00 stN G: 


Stel, dat A in den gegeven tijd zi van ’t werk afmaakt. Voor 
E 





B rest er dan nog . ‚ In den tijd, dien B voor het geheele 
werk noodig heeft, doet A dan Ee X Aad Men heeft dus 
x ‘ 
Tijd: DUB tut ide et (4) 
2x 


Beginnen zij te gelijk dan doet A de helft van ’t geen nu B 


dk! en B de rest of En . Men heeft dus ook 
x 


Tijd A :- Tijd, Beets dee den ve RN (2) 
Uit de evenredigheden (1) en (2) volgt nu 
MW: 3=rti:a—i, waaruit Www — br 30 


doet , dus 








En ee De En =d of — ma (vervalt natuurlijk). 
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In het laatste geval is het werk 2 weken vroeger gereed , waaruit 
blijkt, dat B het heele werk in [52 —3 weken, A het in 


6 weken kan afmaken. M. Simons. 
EaWS NEEDE :O P LO SST NG: 
Indien A voor ’t werk «-maal zooveel tijd noodig heeft als B, 


doet hij in e van den tijd, dien B behoeft om ’t werk af te 





maken, het 2 „ Voor B rest nu Karr A doet dus in 
3x 3x 
ND) 
‘t tweede geval EE en B Set2 Dus 
E 6x 
Ser 2 : Sr =%, waaruit ==? en EEn (vervalt). 
6x 67 3 
Verrichtte A nu het werk in 2 en B in 1 week, dan geschiedde 
het in 'teerste geval in Ee + Ser week en in ’t tweede 


el he 2 
geval in ee week , wat een verschil zou zijn van Ea week. Het 


verschil moet zijn 2 week, dus heeft ieder ook 3 maal zooveel tijd 
noodig, om ’t werk alleen af te maken, of A 6 en B 3 weken. 
W.A. W. Moll; D, A. Vermeulen; B.J. v. Wagensfeld; H. de Groot. 


397. Twee cirkels, waarvan de stralen R—= 2 en r =1 zijn, snij- 
den elkaar zoodanig, dat de gemeenschappelijke koorde gelijk 
is aan de zijde van den reg. ing. 6-hoek in den kleinsten 
cirkel. Door een der snijpunten is in den grootsten cirkel 
de zijde van den reg. ing. À getrokken. Bereken den afstand 
van het midden dezer zijde tot het midden der gemeenschap- 
pelijke koorde. 

(Hoofdacte ex. Breda, 1883). H. A. Groenestein. 


O:P LiOS:S IN G. 

Zijn de stralen der cirkels 
M en N respectievelijk 2 en 
1, dan is de gemeenschappe- 
lijke koorde AB=1 en AC 
== AC/, de zijde van den in cirkel 
M beschreven regelmatigen À, 
= 2/3. Trek nu BC en 
AFL BC, dan is in AABC 
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A Oee 
2 2 


GER A 
AF = VAB BP ge V 3 CFS ACEAE re 


ZABC=60° en dus BF = 


BC = BE + CF= Sti En U +35) 
en DE = BO = +35). 

Trek verder BC’, dan is in AABC’ ZABC = 120°. Verleng CB 
en laat AF’ _L CB, dan isin AABF’ / ABF’ = 60°, dus AABF 2 AABF’, 
en ook AACF 2 AACF'fderht BEL ens AB! =4 Vs 

1 
2 ‘ 
en DE’ = r (BW5 — 1). De gevraagde afstand is dus est ). 


BU/ =P — BP = 1 Te Ee (Vs 


398. Vaneen Ais /A =150°. Druk de zijde a uit in de zijden ben c. 
(Hoofdacte ex. Breda, 1883). H. A. Groenestein. 


OB LEOSST STIENS, 
Trek CD L op het verlengde van BA, dan is in AACD 
ACAD. — 309, dus 
1 
Ko 
rt ed 1 
AD =|/ AC?—=CD? = sE 


In AABC is nu BC? = AC? + AB? + 2AB. AD, 
at=b?He?dbe3, a=W(btHe?d-hel/3). 
Opmerking. Men kan ook a als hypotenusa van den rechth. 
ABCD beschouwen en berekenen. 


AGES Lb b en 


GD Rn 
2 


399. Trekt men uit 2 punten in de middellijn van-een cirkel op 
gelijke afstanden van het middelpunt verwijderd, rechte lijnen 
naar 2 punten van den omtrek, dan zijn de sommen der 
vierkanten op de lijnen, naar een zelfde punt in den omtrek 
loopende, gelijk. Bewijs dat. 

(Hoofdacte ex. Breda, 1883). H. A. Groenestein. 
OP LOR ESRNEG: 
Trek door het middelpunt M van den gegeven cirkel eene mid- 
dellijn. Neem daarop MA =MB. Vereenig A, B en M met een 
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punt C ven den omtrek. dan is in AACB CM de mediaan van 
2 
den tophoek. Nu is CM? = zr (AO2+BO%) — (5 AB) 
1 1 
R? = — (AC? + BC?) — — c? 
2 4 


of AC? + BCO? = 2R* + ee c* (constant). 
Voor alle punten C,C,, C,, C‚, enz. op den omtrek heeft men dus 


AC? + BO? = AC,* + BO4* = AC,* + BO! = enz. =2R" + A 


DEWSB EODIE\ OP 1i40rS SsTiNr:G: 


Trek CEL AB dan is 
in AACM AC? = AM? + CM? + 2AM .ME 
in ABCM BC? = CM? +BM*—2BM.ME 


U ee DT SOM END 
AC? + BO? = 2CM? + 2AM? = 2R2 + en c* (constant). 


dol De rechte lijnen © en y te construeeren, als de rechte lijnen 
a en b gegeven zijn, terwijl men weet, dat zy = a® en ci yt=b?. 
(Hoofdacte ex. Breda, 1883). H. A. Groenestein. 
(J. Versluys, Nieuw Lrb. d. Vlakke Mtk., n®. 142). 
OsPsL OSS NG. 











y= a* en xc —yt == b? 
een A 
Yn Un 

Fn 

xc? = bt 

xc 


cs — bt? — ai =0. 


nde Er ten Vb*+4at Maar T/b44- 404 > b*, dus vervalt 


het teeken — en is x° = ze (beHY bt Aat }. Nu is 











La? 4a3 a% ba? 
bit gat (HS Ela Se ete 
dus we dbb + Act) = bed: 
b? 


en o'= En ET 5 5 O'bd) Maar b?+4c* jb? 
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dus d2)8? of db, derh. bd }b?, zoodat het teeken — vervalt 
4 1 1 
KD ed TE Pen 
en ES C JT ( ) 5 f 


2 2 2 
dus OV en y= = ar? 
L 





x en y zijn nu gemakkelijk te construeeren. 


NAGEKOMEN OPLOSSINGEN. 


374, Een lading tarwe, gekocht voor f 20000, wordt in drie par- 
tijen verkocht , de eerste voor f 13000, de tweede voor f 5240 
en de laatste en kleinste voor f 2650. De winst per last is 
f 10, f12 en f 15, en op de eerste partij wordt f 260 
meer gewonnen dan op de tweede ; hoe groat was iedere partij ? 
(J. Versluys, Rek. Vrgst. Gev. $15, ne. 24). (Rotterdam 1877). P. 
(Zie blz. 56). 

OP BA0 SSL NE 
In ’t geheel is de winst f 890, terwijl de respectievelijke winsten 
per last zijn 10, 12 en 15 gld., waaruit volgt, dat 

10 Xde eerste + 12 Xde tweede + 15 Xde derde partij = 890 last. 

De verkoopen van 1° en 2° partij verschillen f 7760 en de win- 

sten verschillen f 260, dus de inkoop van de eerste partij is f 7500 

meer dan die van de tweede partij. 


Dit verschil is z van den geheelen inkoop en daar 1° en 2e partij 


zich zouden verhouden als 6 : 5, als de 1° partij 26 last minder 


bedroeg, is en der geheele lading = 5 van de tweede partij 


+ 26 last 
of 15 X A":p.-15 Xp. 1-15X3° pe =S X 2 pt 1040 Hast 
of A5X4°p. 4-7 X2° p, + 15X3° p, = 1040 last | 
en 10 X4ep.+12X2*p.d15X83°p. = 890 last. 
Dus 5 X het verschil van 1°en 2° p.=—= 150 last. 
Dan is het verschil tusschen 41° en 2° p. = 30 last. 
Inkoop 30 last = f 7500, of 1 last = f 250. 
De partijen bestaan uit 
13000 : 260 —= 50 last 
5240 : 262 — 20 last 
2650 : 205 —= 10 last. G. A. Boes. 


vr 


375. Door een punt binnen een cirkel een koorde te trekken, 
welke door dat punt in stukken wordt verdeeld, die evenredig 
zijn met twee gegeven lijnen. (De constructie uit te voeren). 
(J. Versluys, Mtk. Vrgst. II, bl. 63, n°. 7). (Alg. opl.). 
(Lit. Math. ex Oct. 1888). (Zie bl. 57). 

TWEEDE OPLOSSING. 
Zij M de gegeven cirkel, P het punt er binnen en m en ” de 
gegeven lijnen. 
Analyse. Onderstellen wij dat koorde AB aan de vraag voldoet, 
en dus AP:BP=m:n. Trek nu door P de middellijn CD, dan is: 
APC BP: 2 CPX DP 





Be _CPXDE en verder 
AP 
AP: CP xDP z=m:n 
AP 


APS(CPADB)=S mn: 
RP PCP DP 


n 


WE mCP 


n 
welke formule in deze gedaante gemakkelijk is te construeeren, 
daar CP en DP bekende lijnen zijn. 

Constructie. Trek door P de middellijn CD, en construeer de 
4° evenredige PG tot n = PE, m = PF en PC. Construeer de 
middelevenredige PH tusschen PG en DP. Beschrijf uit P als 
middelpunt met PH als straal een cirkelboog, die den omtrek van 
cirkel M in A en A/ snijdt, en trek uit deze punten de koorden 
AB en A/B/, dan zullen deze aan de vraag voldoen. W.F.K. 





lak 





Nieuwe oplossing van vraagstuk: 
LXXXVI. De volgende vergelijkingen op te lossen: 
me yz=a, yYe—rz=b, 2 —ay=e. (Zie bl. 63). 


Naast de fraaie oplossing, medegedeeld door den heer VERSLUYS’ 
moge de volgende, nieuwe, eenvoudige oplossing hier eene plaats 
vinden. 

Vermenigvuldigt men de 1° verg. met y‚ de 2e met z en de 
3e met x en telt men de verkregen vergelijkingen samen , zoo 
vindt men Oa dbz Cr 


118 


Vermenigvuldigt men daarentegen de 1e verg. met z, de 2° met 

xe en de 3° met y, en telt men dan samen, zoo heeft uren: 
= az + be + cy. 
Dus heeft men nu het stelsel 
cr taytbz=0, br Fey taz=0, en b.v. #2 yz=a 

dat op de bekende wijze wordt opgelost. 

Door middel van de beide eerste verg. drukken wij x en y uit 
in z en substitueeren de gevonden vormen in de 3° verg. Aldus 


a* — be b—ac _ ( a?—be \ b2—ac 
LZ, YE, Ere TE nn 
c2— ab c-—ab c-—ab c-—ab 
Uit de laatste verg. volgt nu na eenige herleiding: 
c* — ab z 
ze HERWIJNEN 
Viet Fbr+ et — 3abo) } 
a? — be b2 — ac 
vm EN 
Ear b3 J-ec3—3abe) Vars — abc) 
P‚=J:1 Bos: 





INGEZONDEN NATUURKUNDIGE VRAAGSTUKKEN , 


waarvan de oplossingen gevraagd worden, 





1. In een bak, die geheel gevuld is met water, drijft een lichaam 
van hout. Hangt men aan het hout een stuk ijzer, dan zweeft 
de massa vrij in het water en er vloeien 36 Liters water uit 
het vat. Met hoeveel Kub. dec. steekt het houten lichaam 
in drijvenden toestand boven water uit, als het S. G, van 
ijzer 7,2 bedraagt? (Versluys, Gem. Alg. Vrgst., blz. 46). 
(Toel.ex. K. M. Acad., 1883). (Zie bl. 69). iè 


NAGEKOMEN OPLOSSING. 

Wordt 41 d.M? iĳzer in den bak gebracht, dan vloeit er 1 L. 
water uit. Wordt de d.MS3 ijzer dan aan het hout bevestigd, dan 
wordt dit omlaag getrokken, en wel, omdat 1 d.M3 ijzer, wegende 
7,2 K.G., in water 1 K.G. in gewicht verliest, met een kracht 
van 6,2 K.G. Hierdoor vloeien weer 6,2 K.G. water of 6,2d.M? 
uit. 1 d.M3 veroorzaakt dus de uitvloeiing van 1 +6, 2 =7,2d.M? 
water. Daar er 5 X7,2 d.M* water uitvloeit, is het stuk ijzer ook 
5 d.M3 groot. Het boven het water uitstekende deel van het hou- 
ten lichaam + 5 d.MS3 ijzer doen 36 L. water wegvloeien , zoodat 
het lichaam met 36 —5==31 d.M3 boven water uitsteekt. 

J. H. C. Schortemeijer, 


0D, 


Aanteekening. Uwe oplossing is zeer goed, vandaar dat zij ge- 
plaatst wordt, maar zonder Uwe meening te deelen, dat zij beter 
is dan die op blz. 69 , omdat zij rekenkundig is. Het is eene op- 
lossing van een natuurkundig vraagstuk; hierbij mag men zoowel 
algebra als rekenkunde gebruiken. Wat men nu gebruikt, doet 
niets ter zake. Red. 


5. Een houten bal drijft in een vollen bak met water en steekt 


1 „ 
met En van zijn volume daarboven uit. Men boort een gat 


in den bal en vult dat met ijzer (S. G. 7,2), waardoor. het 
S, G. van den bal = 1 wordt. Werpt men nu den bal in 
datzelfde water, dan vloeien er 4 L. uit den bak. Hoeveel 
ijzer heeft men noodig gehad? de 
(Wisselink, Natuurk. Vraagst. 1, n0, 234.) 


Oe Oale N 


Van den houten bal is in drijvenden toestand Dn onder water, 


derhalve is het S. G. van het hout = ae of 0,8. Wordt een deel 


van het hout door ijzer vervangen, zoo blijft het volume van den 
bal hetzelfde; het uitvloeien van water uit den aanvankelijk (toen 
de houten bal er op dreef) vollen bak wordt dus veroorzaakt door 
het onderdompelen van dat deel van den bal, dat zich oorspron- 


kelijk boven water bevond, bijgevolg is Ee van het volume van 


den bal gelijk 4 L., of het volume van den bal = 20 L. 

Daar er 4 L. water meer wordt verplaatst is de opwaartsche 
druk, dien de bol ondervindt 4 K.G. grooter geworden en daar 
zoowel in drijvenden als in zwevenden toestand (want als het S. G. 
van den bal —= 1 is, zweeft hij) de opwaartsche druk evenwicht 
maakt met het gewicht van het lichaam is ook het gewicht van 
den bol met 4 K.G. toegenomen. Had men 1 d.M* hout vervan- 
gen door 1 d.M3 ijzer, zoo zou het lichaam 7,2 — 0,8 —= 6,4 K.G. 
zwaarder zijn geworden; de toename in gewicht bedraagt slechts 
== ze d.M$ ijzer gebruikt, d. i. ek je 
KG. ijzer. Jeanne. 





4 K.G., derhalve is er s 
6,4 


OPGAVEN, 


waarvan de oplossingen vóór den 1*ter Aug. 1889 franco bij den 
Redacteur A. J. VAN BREEN te Arnhem worden ingewacht. 


421, Eene rechte lijn AD stelt in grootte en ligging de bissectrix 
van ZA van AABC voor. Wanneer nu de verhouding van 
AB tot AC constant is, vraagt men de meetkundige plaats 
te bepalen door het punt B en door het punt C beschreven 
en te bewijzen, dat deze AD harmonisch verdeelen. 


4292. Construeer AABC, als de bissectrix AD, de verhouding der 
zijden AB, AC en eene hoogtelijn gegeven zijn. 


423. Construeer AABC, als de bissectrix AD, de verhouding der 
zijden AB, AC en een mediaan gegeven zijn. 


424. Zij AABC rechthoekig in A en D het raakpunt van den in- 
geschreven cirkel met de hypotenusa BD. Bewijs, dat 
1 1 1 1 
ee Vee 
( AB AC ) BD CD 
425. Bereken de som der eerste n-termen der reeks: 
1 1 | 1 
WIV tm 
1V 2421 2V3+3V2 n/ nl (nl) n 


426. Op te lossen: | 
a(a + x) (a + 2) (a + 3x) = bb + a) (b + 2) (b + 3). 


427. Wanneer m de verhouding der omtrekken der regelmatige in- 
en omgeschreven veelhoeken van een zelfde aantal zijden en 
m/ de verhouding der omtrekken der regelmatige in- en om- 
geschreven veelhoeken van het dubbel aantal zijden is, bewijs 


dan de betrekking m/ —= \ fe ee V.d. Wal&Verborgh. 


Rouché & De Comberousse, Traité de Géométrie. 
(2° éd. 1868, $ VI, n°. 334, p. 267) en 
(5° éd, 1883, Livre III, $ VII, no. 321, p. 357) 
428 Op te lossen «ttr? d yi — ab, eday tyt=a. 
(P. J. Bos, Leerb. d. Alg. III, bl. 101, n°. 127). W. 


Tx(a —1) 


429. Op te lossen 
37 


tn Luctor. 


430. 


431. 


432. 


433. 


434. 


435. 


436. 


437. 


438. 
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Als de periode der repeteerende breuk, die gelijk is aan 
1 


—, uit n — 1 cijfers bestaat, dan is de som van die cijfers 
n 


M. 

(J. Versluys, Deelbh. en Repet. br. n°. 89.) (Verg. ex. Winschoten). 
(W. H. Wisselink, Vragen en Oef. Theor. Rek. I, $19, 63). 
Iemand deponeert bij een bankier f 5000 à 40/,, Hoelang 
kan hij bij het einde van elk jaar f 250 opnemen? R.D. 


ard bete=0, pr? + qe + r.=0. 
a). Deze vergelijkingen hebben een gelijken wortel; gevraagd, 
welke betrekking moet er dan bestaan tusschen de coëfficienten ? 
b). Al de wortels in de 6 coëfficienten uit te drukken. 


altijd ke (1 — 1). “Bewijs dit. 


(Ex. Wisk. Friesland, 1876). J. v. d. Sandt. 
Bewijs dat (@? + 3) (a? +7) een 32-voud is, als w oneven is. 
Luctor. 


Een gelijkbeenige met een tophoek van 30° is door een 
cirkelboog, uit het toppunt als middelpunt beschreven, in 2 
gelijke deelen verdeeld. Bereken de lengte van dien boo, 
als de opstaande zijde des driehoeks a M. lang is. | 
(Verg. ex. Maastricht, 1888.) W. A. W. Moll. 
Los de vergelijking «4 + 1243 + 20x? — 96x — 297 — 0 op 
a) door haar tot eene vierkantsvergelijking terug te brengen, 
b) door het aannemen eener nieuwe onbekende. 

Een getal a in twee deelen te verdeelen, zoodat de som 
van de vierkanten der deelen tot derzelver product in reden 
staat als p : g. 


(Hoofdacte ex. Breda, 1883). H. A. Groenestein. 
Bepaal de waarde van xz uit a 'v? — 0,365 X 1,243? 
(Hoofdacte ex. Breda, 1883). H. A. Groenestein. 


Een regelmatig achtvlak (octaeder) wordt afgeknot aan de 
hoekpunten door. vlakken , welke de zijden middendoor deelen. 
Beschrijf het overblijvende lichaam. Welk deel is het van | 
’t achtvlak ? 

(Hoofdacte ex. Batavia, 13—17 Aug. 1888). 
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439. Van 5 getallen vormen de eerste 3 eene rek. reeks, de mid- 
delste 3 eene meetk. en de laatste 3 eene harm. reeks; de 
som van de termen der rek. reeks is 75 en die van de ter- 


men der meetk. is 120 meer dan van het vierkant van 





de reden der rek, reeks. Welke zijn die getallen ? 
(Verg. ex. Zutfen, Maart 1888). 

440. De Maatschappij van gemeente-crediet levert aan de gemeenten 
kapitalen, waarvoor deze 68 jaar lang 50%, interest moet 
betalen om zoodoende tevens het kapitaal te delgen. * Indien 


nu de Maatschappij hare gelden tegen 4 0/, kan krijgen 


en hare administratie-kosten 





st Ol, ’s jaars van die opgeno- 


men gelden bedragen, hoeveel zal dán na die 68 jaar hare 
winst ten honderd bedragen ? 
(Eindex. H. B. S. 1871). L. Navis, Hz 
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Regelmatige veelhoeken in den cirkel. 


Als van een willekeurigen cirkelboog de lengte der kocrde gege- 
ven is, dan kunnen de koorden van alle veelvouden van dien boog 
(van denzelfden cirkel) worden berekend, m. a. w.‚de lengten dier 
koorden kunnen in functiën van de gegeven koorde worden uitge- 
drukt. Onder lengte eener koorde verstaan we hier natuurlijk hare 
betrekkelijke lengte, d.i. hare verhouding tot den straal des cirkels. 
Deze verhouding toch blijft voor alle cirkels gelijk. De uitdrukking 
koorde = W2 beteekent alzoo: de koorde is V/2 maal zoo lang als 
de straal, m. a. w. de koorde is V/2 in de onderstelling, dat de 
straal = 1 is. 

Wij zullen trachten de bovenbedoelde functiën op te sporen, om 
er voor de regelmatige veelhoeken enkele gewichtige besluiten uit 
te trekken. 

Gemakshalve stellen we daarbij de lengten der verschillende koor- 
den voor door k,, k, k3 enz., waarin het bijgevoegde cijfer steeds 
aanwijst, welk veelvoud van een aangenomen boog door de aange- 
duide koorde wordt onderspannen. Door k,„ verstaan wij dus. de 
koorde, die een boog onderspant, welke ” maal zoo groot is als 
de boog, door k, onderspannen. 

Stelling 1. ke, hi 17e bki 

Zij in fig. 1 AB = AC = k,, dan is, als AD 
middellijn en dus =2 is, BC = 2BE =k,. Daar 
nu-AABD rechthoekig is in B heeft men 

AD X BE = AB X BD 


Fig, 4. 








of. AD X BE —= AB XI/ AD2—AB? 
k El 
dus 2 X 5) hl XW ak? 


Geheel op dezelfde wijze vindt men k, =ki/ Ak? . Substi- 
tueert men hierin de waarde 4, = ki Ak ‚2 » dan vindt men 
na eene eenvoudige herleiding : 

kh hi) 4? | 
waardoor op gemakkelijke wijze de waarde van k, in eene functie 
van hy is uitgedrukt. 

Voor kg vindt men k, 170 4—k,? en hierin de waarde van k, 
substitueerende, vindt men na eenige herleiding : 


hj =hi(2 — hj) (2 — Ah? + hf) Wä=hj?: 
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Zoo voortgaande kunnen we achtereenvolgens kig, h32, ko4-enz. 

in functiën van k, uitdrukken. 
In ’t algemeen heeft men, als » een EON getal en dus 27 even is, 
kan = Ön 


zoodat men ke, in eene functie van k, zal kunnen uitdrukken 








n 





als de waarde van k,„ daarin is uitgedrukt. 


ke, +4 er kn? (1e 
hy 
En Zij in fig. 2 BO=k, ABk, gugrdus 
B AC —= konss Zij verder BD —= kh, dan is 
AD = BC, dus BD// AC. 

Trek uit de punten B en D loodlijnen op 
AC, dan is EF = BD = kj. 

In AABC heeft men nu volgens eene be- 
kende stelling AB? — BC? = AE? — EC? 
— (AE + EC) (AE — EC), maar AE + EC 
—= AC = ko, 4 en AE —EC=EF =k, zoo- 
dat men onmiddellijk kan besluiten: A2, ‚4 
— hk == kan+1 X kj waardoor de stelling 


Stelling u. Ì kan A= 





bewezen 1s. 
Deze stelling geeft het middel aan de hand 
om kon+1 in eene functie van k, uit te dr ukken als k„ ‚1 en 





k,„ in functiën van k, zijn uitgedrukt. 

Hierbij is weer en wordt later steeds ondersteld, dat » een geheel 
getal en dus 2n +1 een oneven getal is. 

t Valt gemakkelijk in ’toog, dat wij met behulp der beide 
stellingen, hierboven bewezen, in staat zijn achtereenvolgens de 
waarden k,, k,, k,, kg enz. alle op eenvoudige wijze in functiën 
van k, uit te drukken, door „ in de gevonden formules achtereen- 


volgens = 1, 2, 3, 1 enz. te stellen. 
Zoo bi wij : | 
h= VERT 
hj = (ho hi) = Shy — hy® 
k,= h/ Ak? Tr Oh, — kj”) WAk* 


(*) Deze merkwaardige stelling is een bijzonder geval van de algemeene 
hat — hot == ha +b) X hav), welke onmiddellijk volgt uit de formule 
sin? a — sin? 5 == sin(a 4 b) sin(a — b). 


hk, = (ha? — hi) hj = Bk, — 5hj3 HAS 
kh, =hi/ Ak? = Bh, 4 HAI Ak 
hr Wijte he li = Th, — 14hj* + Thys — hj? 

8 =hi/ Ak? = (4k, — 10,3 +6hj Sh) Ak? 
ho =(he* — hu): hj = Ok, — 5Ok3 + 2Ih 5 — Mh" HA? 
hio=hsl/ Ak? = (Shy —2Ohj PH UB" HN Ak? 

de enz. 


Beschouwen we nu deze formules in verband met de regelmatige 
veelhoeken in den cirkel. 

Stellen we van zoodanigen veelhoek de zijden == 44, dan zullen, 
geheel op dezelfde wijze als boven, de diagonalen achtereenvolgens 
worden voorgesteld door A, k, A, enz. (Men denke zich hier 
gemakshalve alleen de diagonalen, die uit één hoekpunt kunnen wor- 
den getrokken; de andere komen daarmede natuurlijk volkotùen 
overeen). 

We kunnen dus met behulp der pas gevonden formules de 
diagonalen van alle reg. veelhoeken uitdrukken in functiën van 
de zijde van dien zelfden veelhoek. 

Passen we dit toe op den regelmatigen n-hoek, waärbij wij ons 
weer voorstellen, dat de verschillende diagonalen uit één punt zijn 
getrokken, dan merkt men dadelijk op, dat elke diagonaal op 
tweeërlei wijze kan worden uitgedrukt, tenzij ze tevens middellijn 
van den cirkel is. Zoo is in den vijfhoek k, =k, en kh, = kj; 
in ’t algemeen heeft men in den reg. n-hoek k, —= k„_,. 

De koorde 4, voor den reg. n-hoek, d. i. dus de koorde die den 
geheelen cirkel onderspant, is — 0, zooals van zelf in het oog springt, 
als men in de figuur de opvolgende waarden van 4,, k,, A; enz. 
nagaat, die in ’t algemeen eerst grooter, daarna kleiner en bij k„ gelijk 
0 worden. 

De vergelijking k, == k„_, gaat dus ook door voor p=n, immers 
hk, =k, = 0, in de onderstelling natuurlijk, dat X, de zijde van den 
ing. regelm. ”-hoek is. Drukken wij nu de waarde van 4, uit in 
eene functie, van k,, op de wijze als op blz. 125 en 126 is ge- 
schied, dan zal deze functie tevens — 0 zijn. 

Hierdoor is dus eene vergelijking ontstaan, die slechts één 
onbekende nl. kj bevat. 

Stellen wij deze waarde voor door «, dan vindt men uit de for- 
mules op blz. 125 en 126 zeer gemakkelijk de volgende vergelijkingen : 


voor den reg. ing. vierh. 4, =(2a—r5)}/ Ar =0 | 
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voor den reg. ing. drieh. #,= 34, — hj? = Sr —xt =0 

Rb vijfh. A= Sr — 503" =0 

rp »° » zevenh. 4 = Tae — 14037? =0 

D » » » negenh.4,=—= 9x — 30? + 2Wp5 — Ir? Ha? =0 
enz. enz. 


» 


\ 
| 


» » _» zesh. A, =(3r — Aar dr) A? de 


(A) 


pede rachth.Z, =(a—10r" HO 27) | 22 5) | (B) 


» » _ » tienh. kio (Seret 2125 Brda) Aiel 
enz. | enz. 


De algemeene formule voor de vergelijkingen (A) van de veel- 
hoeken met een oneven aantal zijden is: 
n(n? — 1) ma n(n? —1)(n?—9) 
1.2,3X 22 4, 2.8.4,5224 
BEA) fan da de 
__n(n 1) 9) (n 25) 27 dvenzs —= 0; 
1834. ar Oordr ke 
De algemeene formule voor de overige vergelijkingen ir B) is: 


RNL — 


1.2.3.93 
EE n(ni—4(n*—1 6) _ Nn? —4)(n2—16)(n2— 36), + enz. =0. 


1.2.3.4.5X25 Vrede 0 Ond 3E 
Ontwikkelt men in den laatsten vorm den eersten factor 1 ht? 


= (4 — zt volgens de binomiaalformule, en vermenigvuldigt men 
den daardoor verkregen vorm met den tweeden factor, dan vindt 
men juist denzelfden vorm als die, welken wij vonden voor 4, als 
n oneven is. 

De algemeene formule voor de vergelijkingen onder A (n oneven) 
gaat dus tevens voor even waarden van ” door. Bij substitutie 
van een even waarde krijgen wij dan echter voor 4, geen eindigen vorm. 

Rangschikt men de vergelijkingen (A) naar de afdalende machten 
van «, daarbij zorgende, dat de eerste term steeds het positieve 
teeken verkrijgt, dan heeft men in ’t algemeen voor den reg. n- „hoek 
(» oneven): 

n(n—3) m4 —_ nn —4(n—5) 
dr2 12.3 
gn) On 7) 
4.28 .4 


Lr npt? H- 


red 


OA OER 1) 
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welke functie volkomen gelijk is aan die, welke men verkrijgt, als 


q rd : » 
men de waarde van den vorm x” + es uitdrukt in eene functie 
x 


van ses Cals jl iel EAR 
© 


(Zie Loparro, Lessen over de hoogere Algebra, blz. 116, $ 104). 
De algemeene formule voor de vergelijkingen onder (B), gerang- 
schikt naar de afdalende machten van x geeft: 


Lr! (Nn) TS ag Gan rs — 


nrd) (na) (n=) 
1042 Bvantd 
De bewijzen voor deze algemeene formules, waarvan de regel- 


Dn Letten KT ALE =O (2 


matige vorm opmerking verdient, behooren. tot de hoogere Algebra. 
De formules worden hier dan ook alleen volledigheidshalve gegeven. 


Zoodra wij in staat zijn, de gevonden vergelijkingen (A) en (B) 
op te lossen, kunnen wij van elken reg. veelhoek in den cirkel de 
zijde, uitgedrukt in den straal, berekenen: 

Reeds dadelijk valt het in ’toog, dat men in het algemeen voor 
den n-hoek eene nf° machts-vergelijking verkrijgt, die dus ook » 
wortels bevat. Één dier wortels is de zijde des veelhoeks ; de andere 
wortels hebben echter ook eene belangrijke beteekenis, zooals uit 
eene aandachtige beschouwing der figuur zal blijken. Voor we dit 
in ’t licht stellen is ’t noodig, iets omtrent den toestand der koor- 
den in den cirkel te zeggen. Die toestand nl. kan positief of 
negatief zijn. Stellen we ons, om dit te verklaren, voor, dat in 
fig. 3 de rechte lijn AB, raaklijn aan den cirkel, draait om het 
raakpunt P in de richting van het pijltje. Zoodra de draaiing be- 
Kg gonnen is, wordt BA een snijlijn, waarvan P het eene 
snijpunt is, terwijl het andere den omtrek des cir- 
kels doorloopt; de afgesneden koorden liggen op ’t ge- 
deelte PA. Zoodra de lijn eene halve wenteling om 
‘tpunt P volbracht heeft, is BA weer raaklijn ge- 
worden maar in tegengestelden stand. Gedurende deze 
halve omdraaiing heeft de lijn 360 booggraden van den cirkel door- 
loopen. Wordt de draaiing nu voortgezet, dan worden, voor de 
lijn in zijn oorspronkelijken stand is teruggekeerd, van den cirkel 
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nog eens 360 booggraden doorloopen, nu evenwel ligt het tweede 
snijpunt op het andere deel van de lijn BA, De koorden worden 
nu ook gemeten in de richting PB en zijn dus tegengesteld aan 
de koorden, die bij ’tdoorloopen der eerste 360 booggraden 
werden afgesneden. Noemt men alzoo de koorden van bogen tus- 
schen O en 360° positief, dan moeten koorden van bogen tusschen 
360°v en 720° als negatieve beschouwd worden. Zet men de draaiing 
nog verder voort, dan ziet men dadelijk in, dat bogen van 72010800 
om dezelfde redenen positieve, bogen van 1080°—1440°® negatieve 
koorden moeten hebben, enz. 

Wij keeren nu terug tot onze vergelijkingen om de beteekenis 
der verschillende wortels dier vergelijkingen met behulp der figuur 
op te sporen. We kiezen daarbij als voorbeeld den reg. zevenhoek. 

De vergelijking is ontstaan door de waarde 4, , uitgedrukt in eene 
functie van k/, gelijk O te stellen. Het zevenvoud van den door 
k, onderspannen boog was nl. = 360° en hiervan is de koorde 
dus gelijk O0. Maar ’t valt onmiddellijk in ’t oog, als men de 
figuur nagaat, dat het zevenvoud van den boog, door %, onderspan- 
nen, —= 2 X360° is, zoodat ook hier de kovrde =O zal zijn. 

Eveneens krijgt men, uitgaande van k„,op dezelfde wijze 3 X 3600 
en in ’t algemeen, uitgaande van X„, ook nX360°, waarvan de 
koorde steeds gelijk 0 is. Hieruit volgt, dat het eerste lid der ver- 
gelijking voor den zevenhoek steeds — 0 zal moeten worden, als men 
voor « achtereenvolgens de waarden Kk, kj, kz, kh enz. substi- 
tueert, zoodat men mag besluiten, dat de vergelijking voor den 
7-hoek alle waarden kj, ka), kg enz. tot wortels moet hebben. 

In aanmerking nemende, hetgeen op blz. 128 van den positieven 
en negatieven toestand der koorden is gezegd, blijkt het ons, dat 
bij den regelmatigen zevenhoek #,, k,, A3... ke, positief zijn, 
kg, ko ----kj3 negatief, maar, wat de volstrekte waarde betreft, 
even groot als k,, A, ....hgs ys, Kie -++-haog in alle opzichten 
gelijk aan k,, 4)....A, enz. In de rij 44, kh) enz. tot kj; komen 
dus alle mogelijke verschillende waarden voor, die @ hier kan heb- 
ben. Dit wijst schijnbaar op 13 wortels. Hiervan zijn er 6 positief, 
6 negatief en een (nl. k,) gelijk 0. De zes positieve zoowel als 
de zes negatieve wortels zijn twee aan twee volkomen gelijk, zoodat 
we inderdaad hebben: 3 positieve en 3 negatieve waarden. Merken 
„De Vriend der Wiskunde IV” 10 
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we nog op dat de 3 positieve waarden achtereenvolgens dezelfde 
volstrekte waarde hebben, als de negatieve, dan kunnen we ten 
aanzien van de wortels der vergelijking besluiten : 

1e. Er moet een wortel gelijk nul zijn, zoodat het eerste lid 
der vergelijking den factor «& moet bevatten. 

2°, Er moeten minstens nog zes andere wortels zijn, die twee 
aan twee dezelfde volstrekte waarde hebben, maar in teeken ver- 
schillen. 

Daar nu de vergelijking van den zevenden graad is en dus niet 
meer dan zeven wortels kan bevatten, is door ’t bovenstaande de 
aard dier wortels volkomen bepaald. Zij stellen nl. voor: 41° de 
waarde «=—=0 en 2e, als men het teeken buiten rekening laat, 
drie verschillende waarden, die achtereenvolgens gelijk zijn aan de 
zijde en de twee ongelijke diagonalen des zevenhoeks. 

Volkomen dezelfde redeneering kan worden toegepast op elken 
anderen regelmatigen veelhoek. 

Ten aanzien der veelhoeken met een even aantal zijden merken 
we nog op, dat ze alle de middellijn des cirkels tot diagonaal heb- 
ben, wat volkomen overeenstemt met de omstandigheid, dat alle 
vergelijkingen van veelhoeken met een even aantal zijden den factor 

Lg? in 'teerste lid hebben. Stelt men nlj/4— x? ij 
dan vindt men &=—= 2, zijnde de middellijn des cirkels. Laat men 
dezen factor weg, dan heeft de andere factor kennelijk één wortel 
=0 en n —2 andere, die twee aan twee dezelfde volstrekte 
waarde hebben, (n.l. die van de zijde en van de diagonalen) maar 
in teeken verschillen. 

Wij besluiten dus in ’t algemeen uit onze redeneering, dat de 
vergelijkingen, op blz. 127 voor de verschillende reg. veelhoeken 
gevonden, tot wortels MOETEN hebben, behalve een wortel 0, de 
positieve en negatieve waarden: van de zijde en de ongelijke 
diagonalen des veelhoeks, uitgedrukt in den straal des cirkels. 

Toetsen wij dit besluit aan de vergelijking voor den zevenhoek : 

n— 15 + 1403 — Ty =0. 
t Eerste lid is deelbaar door.x, zoodat # == 0 een wortel is. Na 


deeling door & vinden we 
xe — Tos J 147 = 0. 
Stellen we hierin 2 —= z, dan wordt de vergelijking: 
z3— 722 14z 1 =0. 
Deze verg. is van den derden graad en levert dus drie waarden 
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voor z, alzoo voor @°, Uit elke waarde van z den vierkantswortel 
trekkende, vinden we zes waarden voor x, die echter twee aan twee 
dezelfde waarde hebben, maar in teeken verschillen. De vergelijking 
beantwoordt dus volkomen aan de door redeneering gevonden voor- 
waarden (blz. 130). Dit blijkt eveneens ’t geval te zijn met de andere 
vergelijkingen. 


De vergelijkingen op pag. 127 nader beschouwende, blijkt het ons, 
dat die voor drie-, vier-, vijf- en zeshoek op eenvoudige wijze 
kunnen opgelost worden, daar ze hoogstens aanleiding tot vierkants- 
vergelijkingen geven, zoodat we voor die veelhoeken nauwkeurig de 
lengte van zijde en diagonalen, uitgedrukt in den straal des om- 
geschreven cirkels, kunnen berekenen. 

Ontdoen we de op blz. 127 gevonden vergelijkingen van den factor 
xe, en nemen we, op grond der redeneering op blz. 130, alleen de 
positieve wortels in aanmerking, dan vinden we voor den driehoek : 
L2—3=—=0, alzoo r =W3 —= zijde des ingeschreven driehoeks. 

Voor den vierhoek vinden we, na den factor V 4e? wegge- 
laten te hebben (zie blz. 130) z? — 2 —= 0, waaruit volgt z= W2 
voor de zijde (diagonalen, behalve de middellijn, zijn er niet). 

Voor den vijfhoek hebben we 

é ni 55 —=0;, 


Dt 1 Ee 
waaruit gevonden wordt x= alA0 10-25 enz ld 10425, 


waarvan de eerste waarde de zijde, de tweede de diagonaal des 
reg. vijfhoeks voorstelt. 

Voor den zeshoek heeft men , de middellijn terzijde latende, de 
vergelijking : nt 4d 3=0 | 
waaruit gevonden wordt x= {1 en #—=}W3 als zijde en eerste 
diagonaal. 

Wij hadden voor ’tlaatste geval de zaak aanmerkelijk kunnen 
bekorten door de volgende belangrijke opmerking. Uit de figuur 
blijkt terstond. dat één der diagonalen des zeshoeks juist de zijde 
van den ing. drieh. en alzoo = V3 is. W/3 zal dus ook een wortel 
der gegeven vergelijking moeten zijn en eveneens —}V/3 (zie blz. 130) 
De vergelijking zal alzoo deelbaar zijn door # — W/3 en door # 4/3 
dus ook door (@ —WV3) (43) =r— 3. 

Voert men deze deeling uit, dan krijgt men (x4 — 4x? +3): z2—3) 
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=@cl—1=0, uit welke vergelijking onmiddellijk voor de zijde 
volgt © —= Á. 

In ’t algemeen zal men telkens een dergelijke bekorting kunnen 
invoeren, als een der diagonalen van den veelhoek bekend is, en 
dit is ’t geval als ’t aantal zijden van den gevraagden veelhoek door- 
een deelbaar getal wordt uitgedrukt. Zoo weet men van den reg. 
achthoek, dat de koorde 4, =W/2 moet zijn, omdat het de zijde 
des reg. vierhoeks voorstelt. De formule voor den achthoek, na 
de gewone bekorting: x® — 64 + 1042 — 4 —= 0, moet dus deel- 
baar zijn door (@ +W2)(@ —WV 2) =x? —2. De deeling uitvoe- 
rende vindt men de verg.: «î — 4? J-2 —=0 die als gewone vier- 
kantsvergelijking is op te lossen. Men zal vinden # = prs 22 
(de zijde) en #» —= We (de koorde k,). 

De vergelijking voor den tienhoek moet zoowel de zijde als de- 
diagonalen des vijf hoeks tot wortels bebben, omdat zijde en diago- 
nalen des vijf hoeks noodzakelijk diagonalen des tienhoeks zijn. ’t Eerste 
lid der vergelijking voor den tienhoek #8 — 86 +21 0% — 2042 + 5—=0 
moet dus deelbaar zijn door #4 — 5x? +5, zijnde t eerste lid van 
de verg. voor den reg. vijfhoek. De deeling uitvoerende, vinden we - 
(wt — Bt + Mrt — 202 + 5) : (rt — 525) =rt — rt. 

Uit de vergelijking xt — 3x? + 1 =0 volgt op gewone wijze 


A= En ej SVS (zijde tienh.) en @ — on EVD (koorde) (*) 


waardoor van den tienhoek nu de zijde en de verschillende diago- 
nalen alle bekend zijn, zoodra die van den vijfhoek berekend zijn. 
Zoo zal de formule voor den twaalfhoek deelbaar moeten zijn door 
die van den zeshoek en die van den vierhoek, omdat de zijden en 
de diagonalen van vierhoek en zeshoek tevens diagonalen van den 
twaalfhoek zijn. Nu is de formule voor den twaalfhoek volgens 
den algemeenen vorm (2) op blz. 128 na weglating van den factor 
W4— ax? en deeling door 
gio — 1048 J 36nt — 564 + 3542 —6 —= 0. 

Deze vorm zal deelbaar moeten zijn door x% — 4x? + 3 (formule 
van den zeshoek, vereenvoudigd) en door #? — 2 (id, voor den vierhoek). 
't Onderzoek bevestigt dit: men vindt na deeling achtereenvolgens 


(©) Men ziet uit deze beide waarden, dat 4, — #, =—=1 is. In de figuur zal 
dus de 2e diagonaal even groot moeten zijn, als de zijde des reg. 10-hoeks en 
de straal des omgeschreven cirkels samen: 
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re b6rt 4-2 =0 en wt — Ar? 1 = 0. De laatste ver- 


gelijking oplossende vindt men # =V/2—_/3 en 


1 is IS 1 1 
+ Ee W6 (zijde twaalf h.) en» =J 2-3 — Tanen Tri 


{koorde #,) waardoor, als zijden en diagonalen van vierhoek en zes- 
hoek bekend zijn, van den twaalfhoek de zijde en alle diagonalen 
zijn uitgedrukt. 

’t Valt gemakkelijk te begrijpen, dat men op dezelfde wijze, als 
‘hier voor den zes-, acht-, en twaalfhoek is gedaan, de formules 
kan vereenvoudigen van alle veelhoeken, waarvan het aantal zijden 
door een deelbaar getal wordt voorgesteld. Is het aantal zijden 
echter grooter dan 12, dan zal de eindvergelijking toch nog min- 
stens drie positieve wortels bevatten, zoodat de oplossing kennis der 
hoogere machtsvergelijkingen vereischt. 

Er is echter nog een eenvoudig middel om zijde en diagonalen 
van een veelhoek met een even aantal zijden te berekenen, als de 
zijde des veelhoeks met het halvesaantal zijden bekend is. 

Stellen we bijv. in den zestienhoek de zijde =&, dan is, volgens 
stelling 1, de eerste diagonaal rz} 4x? == zijde des achthoeks 


=W/2—2. ; 

Door oplossing der vergelijking x}/ Aat =W Z-—V2 vin- 
den we dan de zijde des zestienhoeks, benevens de diagonaal, die 
we /„ kunnen noemen. (De zijde des achthoeks is nl, ten opzichte 
van den zestienhoek zoowel == 4, als = k4,). Wij vinden 


en 4 2—_WVa2dye (zijdezestienhoek) en nl 2 IE A 
(koorde 4). 

Ten einde de diagonalen , die men door 4} en , kan voorstellen, 
te berekenen, kan men verder de formules op blz. 126 gebruiken. 
Ook zou men op dezelfde wijze, als voor de zijde, de formule 
«=YV 4 —y? == kg van den achthoek gebruiken, waarin y= 43 
of k, van den zestienhoek, 

’t Behoeft zeker geen betoog, dat men zoodoende van den 24-, 
48-, 96-hoek enz., van den 416-, 32-, 64-hoek enz. en van den 20-, 
40-, 80-hoek enz. de zijde en de diagonalen nauwkeurig kan bepalen. 

Voor ’t berekenen der zijden en diagonalen van reg. veelhoeken 
met 7, 9, 141, 13, 14, 15, 17 enz. zijden wordt kennis der 
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hoogere machtsvergelijkingen vereischt. Daar de aard der wortels 
echter nauwkeurig bekend is, en deze zeer gemakkelijk kunnen wor- 
den gescheiden, is inderdaad de berekening in vele gevallen niet zoo 
omslachtig. De becijfering voor derdemachtsvergelijkingen bijv. is 
wat »lastigheid’’ betreft, niet grooter dan van eene kubiek-wortel- 
trekking. ’t Is echter hier niet de plaats daarover verder uit te weiden. 

„Ìs ’t aantal zijden een drievoud, in ’t algemeen 3n, dan kan men 
eene zelfde vereenvoudiging tot stand brengen, als we op den zes- 
tienhoek toepasten (blz. 133). Stellen we nl. de zijde des 3n-hoeks 
=x en is de zijde des n-hoeks (hier dus %,) bekend, bijv. = a, 
dan zal men omdat k, =3k, — kj? is, (zie blz. 125) slechts de 
vergelijking 3x — #3 = a behoeven op te lossen, om de zijde « 
des 3n-hoeks te bepalen. Zoo heeft men voor den reg. negenhoek 
3u —ar3=3 of #3 — rt V3—=0, omdat de zijde des reg. 
driehoeks = W3 is. 

Daar de tweede term in deze vergelijkingen ontbreekt, zal de som 
der drie wortels, die gevonden kunnen worden, gelijk O moeten 
zijn. Zoo vindt men voor den negenhoek de wortels 0,68404..., 
1,28558... en —1,96962, die, als men op de volstrekte waarde 
let, de koorden k,, k, en k, moeten voorstellen. W/3 is nl. de 
waarde van k,, van k en van — kj, (immers kj, =—-W3 dus 
V3=— kya). 

Wij besluiten hieruit, dat in den negenhoek, wanneer men op. 
de volstrekte waarde let, hj +, == k, moet zijn, wat dus ook het 
geval met de daardoor voorgestelde lijnen zal wezen. 

Bij verder onderzoek zal men op dezelfde wijze vinden, dat in 
'talgemeen in den 3n-hoek steeds hit pat == Peri 

Wij zien dit o. a. bevestigd op blz. 133 voor den twaalf hoek , 


waar we vonden v—=k, = — Vv + kh en 


aks V2+ 5V6. 


We vinden nl. door aftrekking dezer wortels 
he —kj=V2=k, of hj Jh = ko 
De aandachtige beschouwing der algemeene vergelijkingen (blz. 127 
en 128) leert ons nog een paar merkwaardige eigenschappen der 
reg. veelhoeken kennen. 
t Blijkt ons n.l., dat de vergelijkingen voor den 3-, 5-, 7-, 9-hoek 
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enz., na rangschikking volgens de afdalende machten van ©, in 
den tweeden term van ’t eerste lid den coefficiënt 3, 5, 7, 9 enz. 
hebben. In ’t algemeen is voor den #-hoek die coefficiënt n, als » 
oneven is. Stelt men nu 2 == z, dan krijgt men vergelijkingen waarin 
geen enkele term ontbreekt. De coëfficient van den tweeden term nu, 
die hier even als de andere onveranderd blijft, is altijd gelijk aan 
de som der wortels van de vergelijking; die som is dus hier 
ook steeds =»n, als » oneven is. Die wortels nu stellen juist de 
vierkanten van de zijde en de ongelijke diagonalen des veelhoeks 
voor (zie blz. 130). Denkt men zich uit een der hoekpunten alle 
mogelijke lijnen naar de andere hoekpunten getrokken , dan komen, 
daar » oneven is, de zijde en de ongelijke diagonalen ieder juist 
tweemaal voor, zoodat de som der vierkanten van al die lijnen, 
uitgedrukt in den straal —= 2n zal zijn. 

In de formules voor den 4-, 6-, 8-, 10-hoek, met weglating 
van den factor Y/4— xp? , is de coëfficient achtereenvolgens 2, 
4, 6, 8, in ’talgemeen dus n— 2 als n even is, zoodat het vier- 
kant van alle lijnen uit één hoekpunt getrokken (de middellijn uit- 
gezonderd) — 2n — 2) =2n — 4 zal zijn. Telt men hier ’t vier- 
kant van de middellijn —= 4 bij, dan heeft men voor de geheele 
som weer 2n. Men mag dus besluiten dat men voor alle regelm. 
veelhoeken heeft 

Brat kost ket enz.t ket And == Begerden tale CON 

De laatste term van ’t eerste lid 4,2 is er slechts volledigheids- 
halve bijgevoegd, zij heeft natuurlijk geen invloed op de som, omdat 
k„ steeds —= 0 wordt ondersteld. 

In den regelm. drieh. zal men alzoo, volgens de hier gevonden 
stelling, hebben 4{% + 4,?=2X3 en daar hk, =k, vindt men 
2,2 =6, dus hj =W3, zijnde de zijde des driehoeks. 

Voor den reg. zeshoek heeft men 

kj? dk Fhgth ijt ht =2X6. Nu is 
kj =ke hit == hj? =(V3)2= 3, ‘en hj" =d. 
12—2X34 


Men vindt dus na eene zeer eenvoudige herleiding #4, * = 5 


= 1Î, waaruit volgt A, —= zijde des zeshoeks — 1. 
Rangschikt men de vergelijkingen op blz. 127 onder A, na deeling 


door «@ naar de afdalende machten van w@, zie ook de algemeene 
formule op blz. 127, dan blijkt het dat de laatste of bekende terin 
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steeds gelijk is aan ’t aantal zijden van den veelhoek, waarbij de 
vergelijking behoort. 

Deze bekende term nu stelt het gedurig product van al de wor- 
tels der vergelijking voor, en daar de wortels hier al de lijnen voor- 
stellen, die uit het hoekpunt eens veelhoeks naar de andere hoek- 
punten kunnen getrokken worden, moet ’t product dezer lijnen, 
uitgedrukt in den straal des omgeschreven cirkels, gelijk » zijn, 
als „ ’t aantal zijden des veelhoeks is. 

In de vergelijkingen onder B is de bekende term, na weglating 


van den factor J”4— 2? en rangschikking als boven steeds 5 


’t Product der lijnen uit één hoekpunt getrokken naar de andere 


n 
hoekpunten , zal dus voor den reg. n-hoek, als n even is, = — 


2 


moeten zijn, als men daarbij de middellijn buiten rekening laat. 


Neemt men ook deze in aanmerking, dan vindt men 5 X A 


even als bij de reg. veelhoeken met een oneven aantal zijden. Wij 
hebben dus in ’t algemeen voor elken reg. „”-hoek : 
RPA Tek Kh Zi ERD OR NU (b) 

In den reg. drieh. heeft men volgens deze stelling : h, Xh =8, 
maar A} =k, dus kh?—=3 en kh, =WS3, zijnde de zijde des reg. 
ing. driehoeks. 

In den vierh. heeft men A XA, Xh, = 4. Nuis k, = 2 enk, = hi 
waaruit volgt kj = 2 zijnde de zijde des vierhoeks. 

In den zeshoek heeft men: A, X ho X ha Xh, Xh, =6. Hierin is 
kik, kij = Kä —= WV 3 en k, = 2, zoodat k,2=6 : (2 XW3XxW3) 
= 1 en dus k, = 1, zijnde de zijde des reg. zeshoeks. 


Met behulp der beide stellingen kan men nog de zijde en de 
diagonaal van den reg. vijfhoek berekenen. Men heeft nl. volgens (a) 
kt 4 ho? + hz? + h,? = 10 en volgens (b) kj . hj. hz hy =5. 
Nu is k, = k, en k, = k4, waardoor we de vergelijkingen vinden 
k2d-k,?=5 en k, X kj = WV5. Door het dubbel van de tweede 
vergelijking beurtelings bij de eerste op te tellen en er af te trek- 
ken, vindt men na worteltrekking : 


hhh =S 
kiki WE 25: 
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Hieruit volgt: 
1 BERN itis, pe 
hm [VEF +55 | 


hy 


LEE 5-5 | 


welke vormen na herleiding de reeds vroeger gevonden waarden 


1 hd 1 Deed 
7 V102/ 5 en —g V10--2/5 opleveren. 

Voor veelhoeken met een grooter getal zijden kunnen de beide 
stellingen ons in ’t algemeen niet tot de oplossing brengen. 

Wij hebben steeds aangenomen, dat de koorden des cirkels in 
den straal waren uitgedrukt. Nemen wij dezen straal = r, dan 
kunnen, zooals de lezer gemakkelijk zal inzien, de beide gevonden 
stellingen aldus worden uitgedrukt: 

a. De som der kwadraten van al de lijnen, die uit één hoek- 
punt eens regelm. veelhoeks naar de andere hoekpunten kunnen 
getrokken worden, is steeds — 2nr? als n het aantal zijden des 
veelhoeks voorstelt. 

b. Het product van diezelfde lijnen is bij dezelfde onderstel- 
ling nr—!. 


Leeuwarden, Jan. 1889. L. BĲ DE LEY. 


EE dte 


INGEZONDEN NATUURKUNDIGE VRAAGSTUKKEN, 


waarvan de oplossingen gevraagd worden. 


6. Een glazen buis is gevuld met 600 G. kwik van 10°; tot welke 
temperatuur moet zij verwarmd worden, opdat er 4 G. kwik uit 





de buis vloeie, als de uitzettingscoëff. van glas —= AAE LME van 
38700 
kwik A en "ts. g. van kwik bij 0° =13,6 is? 
5550 
(Wisselink , Natuurk. Vraagst. II, n°. 64.) jj 


ORP DUOS ESTRINKGE 
In de buis blijft 596 G. kwik, 4 G. is er uitgevloeid, de schijn- 


bare uitzetting is dus bij verhitting van 10° tot ze. De 





rdt 
596 x— 10 





schijnbare uitzettings-coëfficient van kwik in glas is dus 
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De schijnbare uitzettings-coëfficient van kwik in glas is echter gelijk 
aan den waren uitzettings-coëfficient van kwik verminderd met den 
kubieken uitzettings-coëfficient van glas, bijgevolg: 


di eee 
596 “10 5550 38700 
1 4 ee TAA 


AO Áo BOOK 
we tO==43,5) of LP =103,5. 

De buis moet dus verhit worden tot 53°,5 C, 

(Zie DR. VAN DER STADT, Natuurkunde, 3% dl., $ 35). 

Opmerking. In de Natuurkundige vraagstukken van WISSELINK, 
2de stukje, 3% druk staat de uitzettings-coëfficient van glas 

1 
33700 


7. De gesloten arm eener buis van Boyle bevat 10 c.M3 lucht 
onder eene drukking van 760 m.M. Wanneer men nu in het 
open been 76 c.M° kwik bijgiet, wat zal dan het volume, 
wat de spanning der afgesloten lucht zijn? (Doorsnede der 
buis = 1 c.M2)? 28 
(Wisselink, Natuurk. Vraagst. II, n°. 19.) 

OB LOS Sul NAG 

De lucht in het gesloten been heeft aanvankelijk een volume van 
10 c.M°, eene drukking van 76 c.M., derhalve is in de aange- 
geven eenheden: /Volume: 2 Druk, -760 1.0. zjn amste (1) 

Giet men in het open been kwik bij, zoo stijgt dit ook in het 
gesloten been, zij deze stijging x c.M., dan volgt hieruit dat het 
kwik in het open been 76 — ax c.M. stijgt, het verschil der kwik- 
niveau's is dus 76 — 2x c.M. De samengeperste lucht oefent dus 
eene drukking uit van (76 — 2x + 76) c.M., (De lezer teekene een 
figuur) en neemt een volume in van (10 — z) c.M3, daar de door- 
snede van de buis 1 c.M? is. Men heeft dus in dezelfde eenheden 

als boven: Volume X Druk = (10 —x) (152 — 2x). ..... (2) 

Volgens de wet van BoYLeE is nu: 
760 = (10 —#) (152 — 2x) 
of x2— 86x + 760 —= 0 
o=483 +: 1469 — 43 + 38,33. 
Uit het vraagstuk volgt, dat alleen het minteeken geldt, dus 

a=—=4,67.- Het volume van de afgesloten lucht is dus 10 — 4,67 

= 9,33 c.M3, de spanning 152 — 2r == 142,66 c.M. Jeanne. 


geedit moetuzijn See Ze 
38700 | Jeanne. 


139 


8. Een blok hout, waarin zich 9 K.G. ijzer bevindt, weegt in 
de lucht 17 en in ’t water 3,4 K.G. Hoe groot is het soortelijk 
gewicht van het hout, als dat van ’tijzer 7,2 is? De 
(Verg. ex. Winschoten, 15 Dec. 1888.) 

(W. H. Wisselink, Natk. Vrgst. IT, 258). 
OOR LG0O NS ING. 
Hout en ijzer samen wegen 17 K.G., het ijzer 9 K.G., dus 


het hout heeft een gewicht van 8 K.G. .........e (1) 
— 1,25 d.M? ; hout en ijzer 





Het ijzer heeft een volume van 
’ 


samen hebben een volume van 17 — 3,4 —=13,6 d.M3, derhalve is 


het volume van het hout 13,6 — 1,25 = 12,35 d‚M3S ,.... (2) 
Se GE NOUL == _Gewicht_ = Er = 0,648. 
Volume 12,35 Jeanne 


9. Aan een stuk kurk, dat 27 G. weegt, bevestigt men 570 G. 
lood. In eene vloeistof, waarvan het s. g. 0,8 is, weegt nu 
het lichaam 467 gram. Hoe groot is het s. g. van kurk en 


lood, als men nog weet, dat het laatste HI maal zoo zwaar 


is als het eerste? fa 
(J. Versluys, Rek. Vrgst. Gev. $ 30, n°. 2.) Weesp, 1885. 


ORP LOS ZS AEN 00 
Het Gewichtsverlies van kurk en lood samen is 27 + 570 — 467 
13005 169, 5'eM*, want het S. G. 


’ 


der verplaatste vloeistof is 0,8. Was het lood een stuk kurk van 
570 


’ 


stukken kurk zouden een gewicht van 27 +12—=39 G. en een 


volume van 162,5 c.M? hebben. Men heeft dus S. G. kurk = en 
, 


— 0,24 en bijgevolg S. G. lood —= 0,24 X 47,5 = 11,4. Jeanne. 


—= 130 Gram. Het volume 





hetzelfde volume, zoo zou het —=43., G. wegen. De twee 








10. Aan eene staaf, die 3,8 K.G. weegt en 86 c.M. lang is, hangen 
gewichten, en wel aan het eene uiteinde 12,8 K.G., aan het 
andere 4,4 K.G. Waar moet die staaf ondersteund worden , om 
in evenwicht te zijn, en welke drukking ondervindt het steunpu nt? 
(J, Versluys, Rek. Vrgst. Gev. $30, n°. 2.) Amsterdam, 1 885. 
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OPLOSSING. 


Zij ABC de in B ondersteunde staaf, die 
B wij als homogeen zullen beschouwen. Op die 
BNA staaf werken 3 evenwijdige krachten: in A eene 
& kracht van 12,8 K.G. in Z (AZ — CZ) van 3,8 
K.G. en in C van 4,4 K.G. De resultante moet door B gaan wil 





er evenwicht zijn, bijgevolg is de som der momenten van de drie 
aangegeven krachten met betrekklng tot B gelijk nul, of 
+ 3,8 X BZ + 4,4 X BO — 12,8 X BA = 0. 
Stelt men BA = xc.M., zoo is BZ =(43— xv) c.M. 
en BC = (86 — v)c.M. of 
+ 3,8 (43 — #) + 4,4 (86 — rv) —12,8 4 =0 
waar uit t== 25,0. 
De staaf is dus ondersteund 25,8 c.M. van het zwaarste gewicht. 
De drukking op het steunpunt is: 12,8 + 3,8 + 4,4 = 4 K.G. 
Jeanne. 


Ingekomen vraagstukken, 


WAARVAN DF OPLOSSINGEN GEVRAAGD WORDEN. 


LXXXIV. Op een gegeven rechte een punt zoo te bepalen, dat de 
rechten, die dit punt met twee gegeven punten verbin- 
den, rechthoekig op elkaar staan. (N°. 54, a), J. Pull. 
(C Knapper, Kz., Leerboek der Meetkunde, $ 88, n°. 107). 
(Vergelijk deze opgave met die op blz. 62). 


OP LiOP8 iS DANE, 


(N°. 54, a). Een der hoeken van een A is recht, als de rechte, 
die zijn hoekpunt met het midden der overstaande zijde verbindt, 
gelijk is aan de helft van die zijde. 

Den lezer het overige. 


XCI. Geg. een cirkel en 3 punten a, b ene (in één rechte lijn). 
Trek door een zeker punt d op den cirkelomtrek twee 
snijlijnen af en be, zoodanig dat e,‚ f en c weer cp één 
rechte lijn liggen. Bepaal ’t punt d. WAT Dann 
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ORBrDr OSS IN. /G 


Jij ABCD een koordenvier- 
hoek, waarvan de overstaande 
zijden elkaar snijden in E en F, 
zij af een transversaal, die de 
8 zijden AB, BC, CD en DA 
respect. snijdt in f, a, c end, 
en den cirkel in ben e. Beschou- 
| wen we nu ED als transversaal 
in AadF, dan is, volgens het 





ni theorema van MENELAUS: 
CF dD We — 


OTT er Nene krtn (1) 
zoo is, als Ef transversaal is: 
RED Ahab doper volsod ven. (2) 
aB AF fd 
dek iet FCX FB Si EC X ED Bal dAXdD _— 
FAXDF EB X EA db Xde 


Dit overbrengende in het product van (1) en (2) krijgen we: 
ROE ns GO defin ae dl 








eea df ab horde aft abe 
dit leert ons, dat, als de punten a, d, e, f en b standvastig 
blijven, ook c steeds hetzelfde punt moet zijn. 
Trekt men dus door f eene willekeurige snijlijn fa/b/; verder 
ac/b/, dan gaat e/d/ steeds door c (stippellijnen fig. I). 


Fig 1. Gaat nu de transversaal over 
in eene raaklijn, ca (de letters in 
fig. II zijn op dezelfde wijze als 
in fig. I) dan is dus: 
rn Ken PA XxX A s 
de (dr)? as 
ae—ab=ar 
(oe Oe dr): 
Zij nu a/c/ || de raaklijn, dan 
volgt uit va AA (zie de fig. IT) 


GE NEER 
NEL derd ah 7 ren Bid 
ac’ a’C 
a aB 
je dus 








Bp T HafB 
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acXaf „val XaBr 4 ûr? 
ad Xaf.  aCXaAB aCXaB 
df cre AAS GON Bett 
Af rr dlAr WETEN 
Of de ve Wel AAD OREN dr? 
UI XS dAXdD. dAXdD 
RA acXaf df Xde Ee ar? col dr? Kas 
ac Xa!f! df! Xx d/c’ a’C X a/B d'AXd’D 
aac ni tdlfs as Aar)e lS dc! a'CXaB 


dee alfls NAP? ie ra ESC 
omdat de 1° en 3° term gelijk zijn, is ook de 2e —= de 4° term 
ENEN 
df ac d A dD 
plaats van het punt .f' onafhankelijk is van de lengte der zijden 
van den koorden-vierhoek , maar door de ligging van c'‚ d en a/ 


volkomen bepaald is. 


dus Hieruit leiden weaf, dat de 





We komen alzoo tot de volgende 
OPLOST ENE 

Fig. IL Zij M de gegeven cirkel en 
daar buiten gegeven eene lijn, 
met de punten a, benc. Trek 
door a eene willekeurige snijlijn 
aBA; verbind A met b, en laat 
deze den cirkel snijden in C, 
trek eC door, tot ze den cirkel 
andermaal snijdt in D, en trek 
DB, die de gegeven lijn snijdt 
in f. Nu is ABCD een koor. 
denvierhoek, en het punt f, 
welks plaats onafhankelijk is van 





de lengte of stand van diens zijden, is gevonden. Denken we ons 
nu dien vierhoek zoolang om a, b en c gedraaid, tot BD raaklijn 
is geworden; dan gaat CD in CB over. Trekken we nu door f 
de raaklijnen fR en fR'; door a en een der raakpunten b.v. R de 
snijlijn e'R‚ door b de lijn bed’, dan liggen d’, R en c in eene 
rechte lijn; door van het andere raakpunt gebruik te maken, vin- 
den we dat e en R/ met c in eene rechte liggen. Er voldoen dus 
2 oplossingen in ’t algemeen. H. Siersma Jr. 
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XCII. Construeer een vierhoek, wanneer gegeven zijn de 2 lijnen, 
die de midden van 2 paar overstaande zijden vereenigen, 
en den /, waaronder die lijnen elkaar snijden, benevens 
2 L/ aan de basis. Ws; A8, 

OPL OSS TN G: 

Zij gevraagd een vierhoek te construeeren, waarvan de hoeken 
aan de basis gelijk zijn aan a en 3, terwijl de lijnen, die de mid- 
den der overstaande zijden verbinden, gelijk moeten zijn aan mm en 
n‚ en elkaar snijden onder een hoek 6. 

Analyse. Nemen wij aan, dat vierhoek ABCD aan de vraag vol- 
doet, zoodat ZA =a, ZB =g8, EG = m, FH = nen ZEKF =6 
is, terwijl E‚ F,‚, G en H de midden der zijden voorstellen. Trek- 
ken wij nu EF, FG, GH en HE, danis vierh. EFGH een parallelo- 


gram, en dus EK = KG = sn men FK 


Ki en n. Dit varallelogram is 
derhalve volkomen bepaald. Verder is 
A gelegen in den omtrek van een cirkel- 
segment, dat EH tot koorde heeft en 
een hoek a bevat, en evenzoo B in 
den omtrek van een cirkelsegment, dat 
EF tot koorde heeft en een hoek @ be- 
vat. Beschouwt men nu de cirkels M 
en N, waarvan deze segmenten een deel 
uitmaken, dan is AB een ijn, getrokken door hun snijpunt en 
waarvan door de cirkels gelijke koorden worden afgesneden, en dus 
koorden, waarvan de verhouding gegeven is (zie n°. XV, bl. 154, 
in De Vriend der Wiskunde Il, 1887.) Verlengt men ten laatste 
AD en BOU tot zij elkaar in P snijden, dan is CD een lijn, getrok- 
ken door een punt G binnen ZAPB, zóó dat de afstanden van dat 
punt tot de snijpunten met de beenen gelijk zijn (zie vraagstuk IV 
op bl. 401 in De Vriend der Wiskunde III, 1888.) 

Dit leidt tot de volgende 

Constructie. Construeer een parrallelogram EFGH, waarvan de 
diagonalen gelijk zijn aan m en n; en elkaar snijden onder een 
hoek 6. Beschrijf op EH en EF als koorden cirkelsegmenten, die 
respectievelijk hoeken a en @ bevatten, en M en N tot middelpun- 
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ten hunner cirkels hebben. Trek den straal MK en verleng dien 
met een stuk EL = ME. Beschrijf uit L als middelpunt met een 
straal = EL een cirkelboog, die cirkel N in B snijdt, trek BE en 
verleng deze lijn tot zij cirkel M in A snijdt. Trek uit A en B 
lijnen door H en HF, die elkaar in P snijden, en uit G de lijn GQ 
|JAP. Neem op PB een stuk QC = PQ, en trek uit C door G 
een lijn, die AP in D ontmoet, dan is vierhoek ABCD de gevraagde. 
W.F. K. 


XCII. Hoeveel snijpunten hebben 30 vlakken, waarvan er 8 onder- 
ling evenwijdig zijn, 7 door dezelfde rechte lijn en 6 andere 
door hetzelfde punt gaan? Antw. 2874. Arno. 
(Koenen en Brogtrop, Aansch. Mtk. II, Hfdst. II, n0. 5.) 


OaPELrOrS ST Nae 


Drie vlakken geven 1 snijpunt; het grootst aantal snijpunten van 
30 vlakken onderling is dus even groot als het aantal verbindingen 





3 aan 3 van 30 vlakken, aldus: Den —= 4060. Acht 
vlakken loopen evenwijdig, waardoor dus Sn Ee == 96 snij- 
1 X2X3 
j 8 8 X7 vi 
punten vervallen; ook vallen de snijpunten der — 28 snij- 


lijnen dier vlakken met de overige 22 vlakken weg, Boy 28 X22 
=— 616 snijpunten. 

7 vlakken gaan door 1 lijn, waardoor het aantal weder vermin- 
7 X6X5 | 


TOT IE ee 
AX IAK 3 


= 35; de overige 23 vlakken snijden elk deze 


7 X6 


lijn, waardoor dus van de =— 21 sniĳlijnen, die 21 X 23 





=— 483 snijpunten zouden leveren, slechts 23 overblijven; ’t aantal 

vermindert dus met 483 — 23 — 460. 

6X5X4 

1 X2X3 

punten blijft er slechts 1 over, wat weder 19 snijpunten minder 

geeft. Het aantal blijft dus: 

4060 — (56 + 616 + 35 + 460 + 19) = 4060 — 1184 —= 2874. 
H. Siersma, Jr. 


Nog gaan er 6 door een punt; van de == 20 snij- 


OPLOSSINGEN 
der opgaven 401—420. 


401. De meetkundige plaats te bepalen van de punten, die men 
verkrijgt door eenzelfde punt te vereenigen met de punten 
van een cirkel en de vereenigingslijnen in eene bepaalde ver- 
houding te verdeelen. (Zie blz. 19). Jeanne. 

Orbs OeSsTs.l NG, 
Zij A het gegeven punt, 
M de gegeven cirkel (straal 

— R) en p:q de gegeven 

verhouding. 

_Tot de meetkundige plaats 

behooren vooreerst de pun- 

ten b en c op de lijn AM 





zóo gelegen dat 
Abs DB SA et 0d. 

De overige punten der meetkundige plaats liggen symmetrisch, 
met betrekking tot de lijn AM. Eén punt is bijv. d, zóo op de 
lijn AD gelegen, dat AGD Spr g. 

Verbindt men nu d met b en ec, D met B en C, zoo is, 

Ab:AB=Ad: AD=p:gq, dus bd//BD; en 

Ac: AC= Ad: AD=p:g, dus cd//CD, bijgevolg /bde=/ BDC=900. 
Hieruit volgt, dat alle punten der meetkundige plaats op den cir- 
kelomtrek liggen, waarvan be de middellijn is. De meetkundige 
plaats is dus cirkel N, uit het midden N van be met Nb of Ne 
als straal beschreven. Gemakkelijk bewijst men, dat elk punt van 
cirkel N aan de vraag voldoet. 

Eén punt e van de meetkundige plaats ligt op de raaklijn AE, 
uit A aan cirkel M getrokken, derhalve is AE raaklijn aan cirkel N. 

De ligging van het middelpunt N en de grootte van den straal 
»r van Cirkel N bepaalt men als volgt: 

Trekt men ME en Ne, zoo is in AAME, Ne//ME en dus 
Ae:eE =AN: NM, maar Ae:eE == p:q, dus AN:AM=p:g..(4) 

Eveneens is in AME: AM:AN = ME: Ne, of 
(AM — AN): (ME — Ne) = AN: Ne, dus MN: (R —r) = AN: rr 
waaruit volgt AN : MN =r:(R—r)=p:gof r= BTN en (A) 

pq 

Uit verg. (2) volgt de straal des cirkels, uit verg. (1) de ligging 
van het middelpunt. 

„De Vriend der Wiskunde IV.” 44 
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Aanmerkingen. 1. De oplossing van dit vraagstuk verandert niet, 
indien het punt A op of binnen cirkel M ligt. In het eerste ge- 
val behoort A zelf tot de meetkundige plaats en raken cirkel N en 
M elkander inwendig in A. Im het tweede geval ligt cirkel N 


geheel binnen cirkel M. 


Ds n= de dan wordt == en R. (Vgl. KreLinG, Meetkunde, 


vraagstuk 232 en 233.) Jeanne. 


402. Het quadraat eener rechte lijn in het platte vlak is gelijk aan 
de algebraïsche som der beide rechthoeken uit hare rechte en 
hare scheeve projectie op ieder been van een willekeurigen hoek, 
(Zie: Supplement II, n°. 221). b.d. L. & V. 

OPLOSSING, 


G 





Zij in nevenstaande figuur 
ABC een hoek en OP een lijn, 
dan vindt men van deze de 
rechte projecties op de beenen 
door loodlijnen daarop neer te 
laten, en de scheeve projecties 
door lijnen evenwijdig aan de 
beenen te trekken. De rechte 
projecties zijn dus in de figuur DE en FG, de scheeve HK en LM. 

Trekt men door een der uiteinden van de gegeven lijn b.v. O 
lijnen evenwijdig aan de beenen van den gegeven hoek, dan krijgt 
men den hoek VOW. Bepaalt men dezelfde projecties ten opzichte 
van dezen hoek, dan zal men vinden OS en OT, OQ en OR. 

Nu: is,0OS =DE „OT = EG; OQ == HK ven (OR STiMK 

Men moet nu bewijzen, dat OS. OQ + OT . OR = OP? 

PQ? =OP? +0Q? —20Q XOS, PR2=0P? + RO? — 2ORXOTe 

Daar PQ =RO en PR=0Q is, vindt men 

20P2=—= 20Q: OS H- 2ORHOT 
of OP?—= OQ.OS+ OR.OT=HK.DE HLM. FG. 


b.d. Lies 
Opmerking. Wordt ZABC= 90°, dan verkrijgt men de stelling 
van PYTHAGORAS. (Red). 


FWE: EDES 0 Bel OCS ASUTENEE 
Denkt men de gegeven lijn evenwijdig aan zich zelf verschoven, 


tot hare uiteinden in de beenen van den gegeven hoek liggen, dan 
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verkrijgt men een À, waarvan de gegeven lijn een der zijden is. 
Zij AABC dien A, waarvan ZA de gegeven / en de zijde BC 
de verschoven gegeven lijnis. Trek BEL AC en CF _L AB, dan zijn 
BF en CE de rechte, AB en AC de 
scheeve projecties van de lijn BC op de 
beenen van den willekeurigen hoek A, 
Trekken we nu de lijn AHD door het 
snijpunt H der loodlijnen BE en CF, 
dan staat AD L BCO. Bijgevolg zijn de 
AA BAD en BCF, zoowel als CAD en 
BCE w, zoodat BC:AB=BF:BD en BC: AC=CE: CD. 

Uit (1) volgt. BC. BD =AB.BF en uit (2) BC.CD = AC. CE 
waaruit door samentelling (BD + CD) BC = AB .BF +AC, CE 
of BC? = BF .AB + CE. AC. M. Simons. 


Denen Oeps be OrSrSoLN: Go 
Omdat de / willekeurig is, kan men het hoekpunt met een 





uiteinde der lijn doen samenvallen. Zij A het hoekpunt, AB de 
lijn, BC _L op het been AC en BF L op het been AF van den 
ZCAF. Trek BD//AF en BE//AC, dan zijn AC en AF de rechte 
en AD en AE de scheeve projecties van AB op de beenen van ZA. 
Verder is BD —= AE en BE —= AD. Men heeft nu 

BD? — AB? + AD2— 2AD. AC 

BE? — AB? + AE2— 2AF . AE 

BD? + BE? — 2AB2 + AD? + AE2— 2AD. AC — 2AF, AE 


maar BD? +BE?= ATD EAT 
dus AB? =AD.AC HAK. AF. J. Posthumus. 
log(2z + 3y — 2)? BL 
403. Op te lossen : eer laren =5, - Ona gie, 
Ur 3y —z Var % 


52@z + y—z) Bak Bw tyz — 5 == 0. 
Voor welke waarde van a wordt het vraagstuk onbepaald? 
Wk BOS „Sr, 10. Alps II, Gem, tOpg.t 0, 25). 
(Eindex. H. B. S.. 1880). 
OEPrDe OSD. DNA 
4 Oleg?z + 3y — 2)? 5 
43y-z 
2 loo2r + 3y — 2) —log(QWe + 3y — z) =log 5 
loo(2w + 3y — 2) =log 5 
OPB NR AE ran lk ech A (1) 
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gen De ar — aster qr? 
Vase av: 
dus 3 —3y dz = 3 —z, Of y= 22 et (2) 
5 tys) 65th) 
Bae HARE SIDES =3 EAD 
Betty 5e5len 5etit=i=5 
Wied y—zel...(3) en Wyler) 
Uit (1), (2) en (3) vindt men v=1, y=2, 2=3 
| 5 1 3 
> (1 2) » (4) » DA A AL 
(1, @) » (4) zy 5 i 
Voor a —= 1 wordt het vraagstuk onbepaald. (Alle inzenders). 


404. Men vraagt de wortels te bepalen der vergelijking 22 — 2/5 
+926 =0 en vervolgens eene vierkantsvergelijking samen 
te stellen die tot wortels heeft: het vierkant van den grootsten 
en het negatieve vierkant van den kleinsten der gevondene 
wortels. 
(Toel.ex. Kon. Mil. Acad., 1888). 
OD OE Te NAA 
CRIV Di AM Bek 
p=V5E/5 2E =V5EWV3— VP) 
m=W5HWV3— Venz =WV5—-VsrV2. 
De nieuwe vierkantsvergelijking heeft tot wortels 
(a)? =W5HWE— N= 1042/15 —2/10 —_ WW 6 en 
—(@)=—(V5NW3H WV 10H2/ 15 W10+42V/6 
zoodat (@ — 4?) (@ +22) = tt — lat — To) — 
== AV15—W10) re —24=0 de nieuwe vierkantsvergelij- 
king is. (Alle inzenders.) 


405. Van een getal van 5 cijfers is het cijfer der eenheden eene 
6 en dat der tienduizendtallen eene 2. Verwisselt men die 
cijfers van plaats, dan is het nieuwe getal 16540 meer dan 
het tweevoud van het eerste. Welk getal is bedoeld ? 
(Toel.ex. Adelborst, 1888). | 

O PrLbeOnsis LANLG. 

Door de verwisseling der cijfers wordt het getal 39996 grooter. 
Dit verschil is 16540 grooter dan het eerste getal, waaruit volgt, 
dat het bedoelde getal 39996 — 16540 = 23456 wezen moet. 

J. Posthumus; J. Kooy; E. B.J. Luitink; R. Diebels, M. Simons. 
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EAWIESESDEETCOTP LOS SEEN GC 





Maakt men gebruik van het ilatie-teeken, dan stelt 2] oyz [6 
het getal, en 6l zyz {2 het nieuwe getal voor, zoodat 
2 ryz |6) = 6 zyz [2 — 16540 
olzyel6 — 2 zyz |G 
2 ryz [6 —= 39996 — 16540 —= 23456. Merv: 0: 








406. Een aannemer heeft twee werken onderhanden; de voltooiing 
van het eene vordert driemaal zooveel tijd, als die van het 
andere. Aan het grootste gebruikt hij 21 arbeiders, aan het 
kleinste 9. Ieder man werkt 12 uur daags en allen werken 
even hard. Het kleinste werk zal dus het eerste gereed zijn, 
maar hij wil beide werken tegelijkertijd klaar hebben. Hoe- 
veel uur per dag, zal de kleinste ploeg de grootste dan da- 
gelijks moeten helpen ? 

(Toel.ex. Adelborst, 1888.) (Rekenk. oplossen). 


OPLOSSING. 

De 30 werklieden verrichten dagelijks samen 360 uren arbeid. 
Zullen nu de beide werken te gelijk voltooid zijn, dan moet aan 
het grootste dagelijks 270, en aan het kleinste 90 uren arbeid 
verricht worden; de 9 werklieden behoeven dus maar 90 :9 = 10 
uren aan het laatste te werken en kunnen de anderen dagelijks 
12 —10=2 uren helpen. LANEN, 


407. Van een rechthoek ABCD zijn gegeven AB =!, AD = hs; 
wordt gevraagd -2 punten E en F in CD gelegen te bepalen 
266, dat AE = EF = BF is; eveneens 2 punten G en H in 
de verlengden van CD gelegen, zóó dat AH =HG= BG is. 
(Ex. Adsp. Adm. Marine, 1888). 


OPLOSSING. 
ú) Stel AE = @, dan is DE =CF =— Se) 


| en AE? = AD24-DE? of g2=h2 ee tas 





| Ô 1 2 Te 
waaruit 2 = —_—_= lt 2 5% 
8 za 

omdat « positief is, vervalt het teeken — en 


Berti Ee (— lt 2 12+ 3h2 ), welke waarde te construeeren 5 
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b) Stel AH =y, dan is CH=DG= yd) en DH == 0OH 


— DG = 5 WtD, AH? == AD? DH? of gh I2, 


waaruit y = En (Lt 2 4 3A?2 ) geconstrueerd kan worden. 


(Opl. der inzenders). 
TWEEDE OPLOSSING. 
a) StelDE = CF =z, dan is AE = /h? Fx? en EF =l— 2x, 


en AERO eht PETRE) UT 
dus 1—2r=}/ h2d- pt, waaruit 2 = noise WiF3h:). 
Omdat V/F 3h? Pl en a {l, vervalt het teeken +, zoodat 
1 Ee 
Vrt eg Cler Bh )- 
b) Stel DG = CH = y, dan is GH=l—t 2yen All =| h2H(ly)? 
eN ; 1 ea 
dus UH 2y = 2 ij? , waaruit y= — (—lt} 2 2 
y=W/htt(l+y) Urs ( VU-3h?), 


, 4 0e Ne 

waarvan het teeken — vervalt, dus is y =—— (— l+ 2 
Barken ( V+3h?). 

(Opl. der inzenders.) 





408, Stroomaf besteedt eene stoomboot 4 z5 uur om van eene 


plaats naar eene andere te stoomen; voor de terugreis be- 


steedt zij echter 165 uur. In hoeveel tijd zou zij de reis 


kunnen volbrengen door stoom zonder stroom, alsmede door 
stroom zonder stoom ? 
(Toel.ex. Art. Curs., Delft, 1888). 

OPL rS- SNG 


Voor stroom legt de stoomboot van haar weg per uur af 





en tegen stroom ir Door stoom zonder stroom legt zij dan 
per uur Ti! Ee A af en door stroom zonder stoom 
2 84 7 
zi | = dus In het eerste geval volbrengt zij dus de 
2 84 12 


reis in 7 en in het tweede in 12 uren. M. Simons. 
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409. De hoogte van een rechten cirkelvormigen kegel wordt in 
3 gelijke deelen verdeeld en door de deelpunten vlakken ge- 
bracht evenwijdig aan het grondvlak. Welke verhouding be- 
staat er tusschen de inhouden van die 3 stukken. 

(Eindex. Gymn., Arnhem), 


409*, Een kegel wordt door 3 vlakken evenwijdig aan elkander 
zoodanig gesneden, dat zijn hoogte in 4 gelijke deelen wordt 
verdeeld. Bereken de verhouding der inhouden van de vier deelen. 
(J. Versluys, Lrb. d. Stereometrie, n°. 254). 

OPPAS tsdN ,G: 

Noem het bovenste deel A, het middelste B en het onderste C, 
r,‚ 2r, 3r respectievelijk de stralen der grondvlakken en hunne 
gelijke hoogten = h. | 
__ Het bovenste stuk A is een kegel, evenzoo is A + B samen, 


en A+ B+C samen een kegel. Men heeft nu 
t 


I kegel A OEE rh 
ÜehlAB — Ear). Br 
1 » (A+B+0) = Se n(3r)2. (31) = En mr. 27r2h 
en 1 deel A =I kegel A= mh 
1 


Drank A) meel kerel A riant nd? 
bean OAT: (AB +0) — 1 kegel (A+ B) 7 1Or*h 


dus A:B:C—=1:7:49. (Alle inzenders). 


409%, OPLOSSING. 
Op dezelfde wijze vindt men A:B:C:D=1:7:19: 37. 
Aanteekening. De verhoudingsgetallen der inhouden der kegels 
LABORA BD. vee mel 88 
LORE „le vormen eene rekenkundige reeks der 3° orde. De 
rij der eerste verschillen dier reeks is eene rekenkundige reeks der 
92° orde, zij stelt de verhoudingsgetallen der deelen voor nl. 1, 7, 


Dit geeft het middel om bij eene verdeeling in » gelijke deelen, de 
verhouding tusschen die n-stukken op te schrijven. R. Diebels; J. Kooy. 
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410. Bepaal de waarden van © en y uit: 
6x J 67 — 
ee En AR 
Eg) En 5 
0 + Wy —1) —y = 55. 
(Eindex. Gymn., Leiden, 1885). 


O"P*E0" SS TION GG 





67 1 62 EEE | 
br He td dl ed 2 —=log, 49 =2 
) ee ie) ( 6x je 
de 9 
de a) 
Zot A 
6x 62 4 
dus Nek 
UE Dante ) 
6x + 6x 
waaruit Aha NT NO EN 
( Za Hy ) De nl, à 
zoodat Het 
Voor ot Wwly — 1} —y == 55 vindt men nu 
1 + (har — 1) ár = 55 
of 8x? — 6x — 54 = 0 
waaruit r—=3 en — ze 
Dan is y—=12 en —9. Beide waarden voldoen. M. Simons. 


441. Uit een bol, welks straal 3 dM. is, heeft men een viervlak- 
kigen bolsector gesneden. Als de standhoeken der zijvlakken 
van dit lichaam 4100°4:’, 96°14/, 109°418' en 143046’ zijn, 
hoe groot is dan de inhoud van den sector? 

(Eindex. Gymn. Doetinchem, 1888). 
OPB 0 SSN 
De standhoeken der zijvlakken zijn gelijk aan de // van den 
bolvierhoek van den viervlakkigen bolsector. Het spherisch exces 
van dien bolvierhaek == (100042 + 96°14/ + 109°18/ + 143°46') 

— (n — 2) 180° —= 4500 —2.180° == 90° = E. 

Opp. bolvierhoek : Opp. bol=E:4.180°=90°:4,180° =1:8: 


1 bolsector : I bol = Opp. bolvierhoek : Opp. bol 


I » : Ag zR3 = 4 : 8. 
3 
Tinke ee ERS = Se zd.M2=14,43716 d.M2. 
(Alle inzenders). 
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412. Gegeven: vile Er Ansts Hoe leidt men hieruit af 
a c 
A2—AB _ a?—ab 
BUEN) Sr brdwer 


(Verg. ex. Pekela, 27 Aug. 1887). 
(Verg. ex. Amsterdam, 1 Juni 1886). 


OP TROSSTSNTNSG: 
A:a=B:b, dus (A —B):(a —b)=A:a=B:b. .. (4) 
B:b=C:e, dus (B—C) : (b—c)=B:b.…. (2) en (B+-C):(bHc)=B :b.(3) 
Uit (4) en (2) (A —B): (a—b)=(B — C):(b —c) 


» (1) » (3) B:b=A:a mbar Olba e) 
A(A—B) : a(a—b) ={(B2—0?2) :(b*—c?), waaruit 
A?2—AB __ a*—ab 
BARTOLI 


413. In den rechth. AABC trekt men de hoogtelijn AD en be- 
schrijft op de segmenten BD en CD der hypotenusa als mid- 
dellijnen halve cirkels, die de rechth. zijden AB in E en AC 
in F snijden. Bewijs nu dat AB3:AC?*=BE: CF. H. Siersma, 
(Acte ex. Wisk. Haarlem 1876). 


ORP OT See EINER 


In AABC is AB? = BD. BC 
en AC? = CD. BC 
dus AB:?: AC? = BD: CD 

ABDE « ACDF, dus 
| BD: CD = BE: DF 
derh. AB?: AC? = BE: DE 
AABC wm ACDF, dus AB: AC = DF : CF. 

Na vermenigvuldiging der overeenkomstige termen dezer twee 

evenredigheden heeft men AB3:AC3 = BE: CF, H. Siersma. 


PNR DE VO P!LIOISHS IJN" G: 
AABC mm ABED dus AB: AC=BE: DE 
BABE AGE 109 HAB AC == DEEOF 
AABDa AACD » AB :AC =DE: DF 
AB3: AC3= BE: CF 
M. Simons; R. Diebels. 
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A14. Twee getallen verhouden zich als 4:5. Telt men respectie- | 
velijk bij die getallen 2 andere op, die zich verhouden als 
1 :2, dan staan de sommen, die samen 90 bedragen, tot 
elkaar als 2:3. Welke zijn de eerstgenoemde getallen ? 
(Klasse ex. v. Ond“. en Ondser., ’s-Hage, 2° klasse, 1887). 
ONPsI OS. ST sNeiG 
De sommen verhouden zich als 2 en 3 en zijn samen 90. Die 


X2—=36 en 90 —36=54. De getal- 





9 
23 
len verhouden zich als 4 en 5. Telt men er nu getallen bij, die 


sommen zijn dus 


zich verhouden als 4 en 5 of als 1 en lee, dan blijft de ver- 


houding dezelfde. Is dan de 4° som 36, dan zal de 2te 2_x36 
4 


== 45 zijn. Deze som is dan 54—45=—=9 te klein. Daar het 


verhoudingsgetal . Ee En minder is dan 2 en 9=12X en is, 


zijn de verhoudingsgetallen 1 en Íe 42 X zoo klein als de ge- 
tallen, die men bij de gevraagde getallen moet tellen om 36 en 45 
te bekomen. De gevraagde getallen zijn dus 36 — 12 X1 = 24 


B 15 AXA = 30. 


C. C. B. Ahorn; L. Roelofsen ; C. Smit; Van der Wal & Verborgh. 
T°WLEE DB OFPEL OO SAS MENE 

Van twee getallen, die zich verhouden als 4: 5, is 'teene een 

viervoud en ’t andere een vijfvoud. Telt men bij die getallen res- 

pectievelijk twee getallen, die zich als 1 : 2 verhouden, dan zijn 


de sommen samen 90, terwijl deze zich verhouden als 2:3, waar- 
90 


243 

45 is. Daar nu 36 ook een viervoud is, moet men bij ’t eerst- 
genoemde viervoud ook een viervoud hebben opgeteld en derhalve 
bij ’t vijfvoud een achtvoud. Om nu dit vijfvoud te bepalen, merke 
men op, dat 54 min een achtvoud een vijfvoud moet geven, waar- 


uit volgt, dat dit achtvoud niet anders dan 24 kan zijn. Derhalve 


is het vijfvoud 54 — 24 —= 30 en het viervoud = DN xX4 == 24, 


== 36 en de andere dus 





uit volgt, dat de eerste som == 


De beide gevraagde getallen zijn dus 24 en 30. J.van de Sandt. 
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415. Er zijn 3 breuken. Deelt men den noemer der 1° breuk door 
den teller der 2°; den noemer der 2e breuk door den teller 
der 3°® en den noemer der 3° breuk door den teller der 1° 
breuk, dan verkrijgt men tot quotienten 1, 1 en 54. Als 
de waarden der breuken zich verhouden als 60: 64: 25, 
vraagt men ze te bepalen. Nn 
(Benthem en Nijenhuis, Rek. Vrgst., 3° verz., 2° st., n®. 17). 


Oe m0 nne NG 
Uit de verkregen quotienten volgt, dat het gedurig product der 








3 breuken 5 TS En is. De breuken verhouden zich als 60 : 64: 25, 
1 
Denkt men nu de breuken gelijk aan de verhoudingsgetallen elk 


—60 X 64X25 





met een zelfden factor vermenigvuldigd, dan is 


X de 3° macht van den factor — 96000 X de 3° macht van den 


factor. De factor is dus gelijk En : 96000 = En ‚ zoodat de 





60 3 64 de 25 5 
BEREKEN Oet 
80 4 80 5 80 16 


J. Posthumus. 
ERN ERS Eee vO PLO .SSSIeN:G; 


Het quotient der eerste twee breuken is ee Het product 


van den teller der tweede breuk met den noemer der eerste breuk 
is dus 16 en daar die factoren even groot zijn, bedragen beide 4. 





Het quotient der tweede en derde breuk is Het product 


van den teller der derde breuk en den noemer der tweede is dus 
25 en daar zij gelijk zijn, is elk dier factoren 5. De tweede breuk 








is dus We de eerste is ee Ne Eb Jas en de derde ge 
5 B zÀ 
4 5 
6 EE M Simons. 


416. Bereken de waarde van # door logarithmen uit de vergelijking 
ET En Keel 
„— \_W/981537 5 
212,86 
(Lit. Math. ex., Oct. 1888). 


156 


O:Prb 045 SsI:NG, 


e= | V/ 981537 re ae 1 12,86 |t 
EIER | W/ 981537 hi 981537 | 
212,86 
! 
log log 2 + log 12, 86 — Log 981537 
Ai. 1_ jog 981597) 
log 12,86 — En log 981537 — 5,9919066 
A rog 12,86 — 0,1584630 ee log 981537 — 2,9959533 
log 2 = 0,3010300 
0,4594930 
2,9959533 


log e= zal (7,4635397 — 10) = En (27,4635397 — 30) 


log x = 9,1545132— 10 
ú == 014 AA rte (Alle inzenders). 


417. Te herleiden 
KE ed ( id RE) 
Ke —p)° TPA —P) 1| Eri dtar) A 


ji 
Va 
(Hoofdacte ex. Breda, 1885). H. A. Groenestein. 


OPO Dz LNE 





Gegeven vorm == 


1 — p? 
me 4 —p? 
3 L/ Aaa 
abrdtobr poe sD 
Wa Ap p? 
Lp —P/A—p? APD Ap? —P) 
p 
ie EEE 1 
PA Apr EPE pp) 
Kh 1 Spr pr Spr pn 


(Alle inzenders). 


rr Elke 
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418, Eene gemeente geeft tot een bedrag van f90000 Sn 0/, obligaties 


uit, waarvan elk jaar f 3000 worden afgelost. Als die lee- 
ning geplaatst wordt tegen den koers 95 (en de rente op 
'teind van ’tjaar wordt betaald) hoeveel %/, rente betaalt 
de gemeente dan het eerste jaar ? 

(W. H. Wisselink, 4° verz. Rek. Vrgst. $ 4, no. 1). A. Polman. 


OPLOSSING. 


De aandeelhouders ontvangen 3 th rente van de nominale waarde. 


De gemeente betaalt het eerste jaar dn 0/, rente over f 90000 


nominale waarde, d. i. f 3150. Zij leent tegen den koers 95 en 
heeft dus van de f 3000, die zij aflost, maar f 2850 ontvangen , 
zoodat zij f 150 moet bijpassen en alzoo aan het einde van het 
eerste jaar voor het gebruik van / 85500 (of f 90000 tegen den koers 95) 


3150 en f150 of f 3300 betalen moet, d. i. et of. 


449. Als men een getal van 2 cijfers vermeerdert met de som der 
cijfers is de som 96. Welk is dit getal? 
(J. Versluys, Rek. Vrgst. Gevorderden S 1, n°. 5). Luctor. 
Orbs bhOnSSyl.Ne.G, 

Voegt men bij het getal de som der cijfers, dan is het komende 
getal gelijk aan 14 maal het cijfer der tientallen plus 2 maal dat 
der eenheden, d. i. 96. Vermindert men 96 met 2 maal het cijfer 
der eenheden, dan is de rest een even getal, dat » 76 en tevens 
een 14-voud zijn moet. Het cijfer der tientallen is dus 8, dat der 
eenheden (96 — 11 .8):2=—=4 en het gevraagde getal 84. Luctor. 


420. Wanneer men het verschil van 2 getallen met 350 vermin- 
dert, is de rest 32 maal op het grootste en 24 maal op 
het kleinste begrepen. Welke zijn die getallen? Luctor. 
(J. Versluys, Rek. Vrgst. Gev., $ 1, n°. 9). 

(Verg. ex. Amsterdam, 1883). 
| Obelt ONSES INE: 
Blijkbaar verhouden de getallen zich als 32:24=4:3. Hun 


verschil is dus En van het grootste en de van het kleinste. Na 
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de vermindering met 350 is dit verschil 32 maal op het. grootste 


begrepen en dus hiervan Het oorspronkelijke en het ver- 





minderde verschil verhouden zich dus als - : be Hun 


verschil is en van het oorspronkelijke verschil, dit was dus 


Ee 350 =400. De beide getallen waren dus 4 X 400 = 1600 


en 3 X 400 = 1200. Luctor. 
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Iets over het Spaansche Muntstelsel. 


Ofschoon Spanje geen nieuw land is en niet tot de kleinste der 
Europeesche Staten behoort, is zijn muntstelsel door de herhaalde 
veranderingen en doordat het niet in staat was een enkele groote 
verandering geheel door te voeren een van die, welke het minst 
in orde zijn. 

Enkele meedeelingen daaromtrent zijn misschien niet van belang 
ontbloot. 

In 1864 is in Spanje een nieuwe muntwet ingevoerd, waarbij 
als munteenheid werd aangenomen de escudo van 10 realen, gelijk- 
staande met 2,596 franc. 

Volgens die wet zijn vele munten geslagen, ofschoon reeds in 
1868 bij Ministerieel Besluit werd bepaald, dat een ander stelsel 
zou gelden. 

Dit Ministerieel Besluit van 19 October 1868 heeft een inleiding, 
die aldus aanvangt: 

„De zegepraal der omwenteling, die begonnen is met den roem- 
rijken opstand van Cadix, maakt het hermunten van ons geld on- 
vermijdelijk. In het nieuwe tijdperk, dat nu voor ons land wordt 
geopend door de staatkundige en economische hervormingen, die on- 
mogelijk waren gedurende het bestaan van het gevallen régime, is 
het praktisch het verleden te vergeten, alle banden te verbreken, 
die ons er mee vereenigden, en aan den handel en het algemeen 
verkeer tusschen natiën die voorwerpen te onttrekken, die het dik- 
wijls in herinnering zouden brengen. De munten van elk tijdperk 
hebben steeds gediend om de verschillende tijdperken der beschaving 
van een natie te kenmerken, door in hare zinspreuken en opschrif- 
ten het grondbeginsel der souvereiniteit en de wijze van zijn bestaan 
aan den dag te leggen. 

„Aangezien er nu in Spanje geen andere macht is dan die van 
de natie en geen andere bron van gezag dan de nationale wil, be- 
hoort de munt alleen het beeld van het land en het schild met de 
wapens van Spanje te vertoonen, die het zinnebeeld zijn van onze 
roemrijke historie tot op den tijd dat politieke eenheid werd ver- 
kregen onder onze katholieke koningen; terwijl voor altijd van dat 
schild moeten verdwijnen de Bourbonsche lelie en elk ander teeken 
of zinnebeeld van dien aard, dat betrekking heeft op een bepaald 


persoon. 
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»Bij het hermunten van het geld echter, daar de noodzakelijke 
onkosten toch moeten gemaakt worden, schijnt het een geschikte 
gelegenheid ons muntstelsel te hervormen, door het in overeen- 
stemming te brengen met den grondslag, die is aangenomen in de 
internationale conventie van 23 December 1865 tusschen Frankrijk, 
België, Italië en Zwitserland.” 

Hiermede stap ik af van den uitvoerigen aanhef van het Besluit. 

Volgens art. 1 zal de eenheid van het nieuwe muntstelsel de 
peseta zijn: veen werkelijke munt verdeeld in 100 centimes.” 

Art. 2 bepaalt, dat gouden munten zullen geslagen worden van 
100, 50, 20, 10 en 5 pesetas. 

Art. 3 bepaalt, dat zilveren stukken van 5 pesetas zullen gesla 
gen worden met een gehalte van 0,900. 

Art. 4 bepaalt, dat zilveren stukken van 2 pesetas, 1 peseta, 
50 centimes en 20 centimes zullen geslagen worden met een ge- 
halte van 0,835. 

Art. 5 bepaalt, dat bronzen munten zullen geslagen worden van 
10, 5, 2 en 1 centime. 

Art. 7 doet ons zien, dat de dubbele standaard is aangenomen. 

Art. 10 zegt, dat het stelsel van 31 December 1870 af zal gelden. 

Art. 12 opent den weg tot aansluiting bij de Latijnsche munt-unie. 


Een besluit van 23 Maart 1869 van denzelfden minister, tot 
nadere uitvoering van het zooeven genoemde, begint met een be- 
toogende inleiding over de eenigszins vreemde manier, waarop de 
regeering van het oude stelsel wil overgaan tot het nieuwe. 

Art. 1 van dat besluit zegt, dat de nieuwe munten moeten ont- 
vangen worden naar den maatstaf van 4 realen of 400 duizendsten 
van een escudo per peseta. 

Art. 3 bepaalt, dat van 41 Juli 1870 af de openbare kassen hare 
berekeningen en opgaven moeten doen in de nieuwe munteenheid 
en hare onderdeelen, ook wanneer tarieven, prijzen en andere do- 
camenten opgaven in andere munteenheden bevatten. De regeering 
zou daarin reeds vroeger voorgaan. 

Art. 6 bedreigt straf, tegen het overtreden van deze bepaling. 

Dezelfde minister schreef in het besluit van 23 Maart 1869 tot 
nadere uitvoering van het besluit van 19 October 1868 het volgende: 

vDe jaarboeken van ons muntwezen maken geen melding van: 
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een algemeene hermunting dan die voorgeschreven door het Edikt 
van 25 Augustus 1772; ook werd die niet volledig uitgevoerd zoo- 
als wordt bewezen door het niet onbelangrijk aantal munten van 
vroegere jaren, die nog steeds in omloop zijn; en van dat tijdstip 
tot op de uitvaardiging van de wet van 26 Juni 1864 zijn er zeven 
verschillende muntstelsels ingevoerd, zonder dat daarmee de her- 
muntingen gepaard zijn gegaan, die bij zulke hervormingen zouden 
gepast hebben. 

»Om die reden bestaan onze in omloop zijnde munten, wel verre 
van een homogeen geheel te vormen, uit 97 verschillende soorten.” - 

Verder schat de minister de schade, die de schatkist zou lijden, 
als al de afgesleten munten door de schatkist werden aangenomen 
tegen haar nominale waarde, volgens de meest gematigde bereke- 
ning op 157 millioen realen; een verlies ten gevolge der slijtage 
van de meeste munten. 

Het spreekt van zelf, dat met de republiek ook de republikeinsche 
opvatting van het muntwezen verdween. 

Was het besluit overigens letterlijk en volledig uitgevoerd, dan 
zouden de 97 munten binnen een korten tijd vervangen zijn door 
14 andere soorten. En kooplieden noch ambtenaren, allerminst de 
ministers zouden gebruik gemaakt hebben van de piaster of de 
reaal als rekeningseenheid, maar men zou steeds de peseta ge- 

bruiken voor dat doel. 

__Dat de gang van zaken echter een geheel andere is geweest, 
blijkt uit de volgende feiten, die eenerzijds doen zien, dat de voor- 
genomen ontmunting van vroegere munten nog steeds niet een vol- 
dongen feit is en anderszins, dat men in Spanje nog niet heeft 
opgehouden de piaster en de reaal als rekeningseenheden te gebruiken. 

In N°. 74 van De Kapitalist, Dagelijksch Beursblad (21 Fe- 
bruari 1889) leest men: 

» Spaansche financiën: Een telegram van Havas meldt, dat de 
ontvangsten der schatkist over de 7 laatste maanden van 1888 

58479 392 realen 
lager waren dan de ontvangsten in dezelfde periode van 1887 en 
niet even zoovele peseta’s, gelijk eene Reutersdépêche van gisteren 
meldde.” __p[Een peseta — 4 realen. Red.]” 


In La cote Européenne (een effectenblad dat dagelijks aan de Pa- 


rijsche Beurs verschijnt) van 20 Februari 1889 leest men het volgende : 
„De Vriend der Wiskunde”, IV, 12 
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»L’Agence Havas” a recu dans la soirée d’hier le télégramme 
que voici de Madrid. 

19 Février: »bD'après letat publié par la Gazette les recettes 
du Trésor Espagnol, pendant les 7 derniers mois de 1888 ont été 
inférieures de 58 479 392 Réaur 
à la période correspondante de 1887. Tous les chapitres sont éga- 
lement. en baisse. Les contributions directes ont diminué de 5 mil- 
lions; les contributions indirectes de 19 millions; les autres recettes 
du Trésor de 32 millions.” 

Op bl. 4 van bovengenoemde Cote Européenne leest men: »bien 
que la plupart des journaux parisiens eussent publié ce matin des 
chiffres archi-fantastiques sur les diminutions des recettes du Trésor 
espagnol, chiffres dus à la confusion regrettable entre les piécettes 
et les réuuw espagnols.” 

In een reisgids van het jaar 1884 (Illustrirter Führer durch 
Spanien und Portugal, A. Hartleben’s Verlag, Wien, Pest, Leipzig) 
geschreven door iemand, die Spanje en Portugal heeft doorreisd, 
worden nagenoeg alle prijzen in realen opgegeven, en die prijzen 
zijn afkomstig van werkelijke rekeningen, door hem ontvangen, 
en van tarieven, door hem geraadpleegd. 

Van vergissing kan daarbij geen sprake zijn. Enkele honderde 
malen noemt hij de reaal. 

Op bl. 14 en 15 van dien Reisgids leest men het volgende: 

„Ihren Werth (dit ziet op de in omloop zijnde gouden munten van 
voor 1868) wenn volwichtig, ersieht man aus folgender Tabelle: 


Onza Goldmunze v. 320 real= 66,67 Mk. od 33,33 fl. Gold. 
Media Onza ) » 160 » 
Centen ) » 100 D 
Cuarta Onza D » 80 5 
Ochavo Onza y >» 40 ) 
Duro antiguo » > ee D 
Duro nuevo ) #20 ) 


De munten, die de reiziger het meest in handen krijgt, zijn de 


volgende: 
Goldmünzen : 
Doblon de 25 Pesetos — 100 Reales — 26,32 francs. 
) » 10 PT LO LL DDI 


D DARE) > hdd » 
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Silbermünzen : 


Duro de plata — 5 Pesetas — 20 Reales — 5,6 francs. 


Escudo En Be » 2e 416 » 
Peseta =d » = 4 ) 
Media Peseta == ie > == 3 ) 
Real Ee KA » 
4 
Kupfermünzen. 


Medio real (dat is de halve real) enz. 


In Crarke’s Weights, Measures and Money of all nations, van 
het jaar 1888 vindt men eveneens de zilveren reaal en de medio- 
real opgegeven als munten, die in omloop zijn. 


In Charles le Touzé, Traité théorique et pratique du Change, 
des Monaies et des Fonds d'état frangais et etrangers, troisième 
édition , 1883, leest men het volgende: 

Pendant longtemps on a compté‚ et on compte encore dans 
certaines maisons de commerce, soit en réaur de veillon soit en 
piastres, qu'on subdivise en centièmes. Aux termes de la loi du 
26 Juin 1864 Yunitè monétaire devait être ecu, . …-. 

Les nombreux changements introduits dans le système des monaies 
espagnoles en rendant la comparaison assez compliquée, il suffit 
de connâitre les rapports ci-après: 

1 Piastre — 20 Réaux de veillon 
10 Réauxs = 14 Ecu 

4 Réaux — 1 Peseta 
20 Francs — 76 Réaux 

1 Doublon—= 26 Pesetas en or, 


De Universal-Geldliste : Beilage zum illustrirten Anzeiger für Contor 
und Bureau 1886 drukt de verhouding van Spaanschê munten tot 
Duitsche op de volgende wijze uit: 

1 Peseta van 100 centimos = 0,80 Mark. 
1 Real de vellon — koperreal = 0,21 Mark. 
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Verder deelt hij het volgende mede: Het getal der in omloop 
zijnde zilveren en koperen munten is legio. De omstandigheid, 
dat nog oude munten van verschillende regeeringen in omloop zijn, 
beguristigt het bestaan der vervalschingen, die langzamerhand in 
het verkeer zijn binnengesmokkeld. 


In het Eighteenth annual report of the deputy master of the 
Mint (Londen 1888) wordt meegedeeld dat in 1887 aan de Munt 
te Madrid geen ander werk is verricht dan dat een groot aantal 
dollars van 20 realen zijn omgemunt tot stukken van 5 pesetas. 

Als men ziet, hoe langzaam de ontmunting plaats heeft in een 
land met 97 munten (zoo was het in 1869) dan begrijpt men, 
hoe de reaal de vellon, lang de munteenheid, veelvuldig voorkomt 
zoowel onder het régime van 1868 als onder de wet van 1864 en 
de voorafgaande wetten. 


Nauwelijks was aan het Besluit van 1868 een begin van uit- 
voering gegeven, of men wilde een stuk van 25 peseta’s invoeren 
in plaats van het stuk van 20 peseta’s. 

Maar in 1871 werd het Besluit om stukken van 25 peseta’s te 
slaan weer geschorst en eerst sedert het besluit van 20 Augustus 
1876 werd het ingevoerd. | 

Volgens dat zelfde besluit zou zoodra goud genoeg geslagen was 
alle zilveren munt pasmunt worden. Men zou dan den enkelen gouden 
standaard invoeren. Maar van 1877 af handelde men weer in 
strijd daarmee, 


Dat stuk van 25 pesetas zou meende men een algemeene eenheid 
kunnen worden. En afgescheiden daarvan meenen velen, dat Spanje 
een lid der Latijnsche Munt-unie zal worden Ofschoon bij het 
Besluit van 1868 het oog daarop was gericht, zal dat m. 1. niet 
kunnen geschieden. Daartoe toch zouden geldelijke offers worden 
gevorderd, die Spanje niet brengen kan. Bovendien is er alle kans 
dat de Latijnsche Munt-unie het volgende jaar zal ophouden te 
bestaan. _ * J. VERSLUYS. 


GOEDE OPLOSSINGEN 
der Opgaven 401—420 zijn ingezonden door: 


C. C. B. Ahorn, 401, 403, 406, 408—410, 412—415. 
P. J. Blijdorp, 404, 405, 406, 408, 410—415, 418—420. 
R. Diebels, 405—407, 409, 412—416. 419, 420. 
W. Gabriëlse, Jz., 402, 403, 405—409, 412—414, 416, 419, 420. 
H. A. Groenestein, 405, 406, 408, 412, 414, 415, 419, 420. 
Jeanne, 401. 
J. Kooy, 401—406, 408—416, 419, 420. 
C. Kruit, Dz., 401, 403, 405, 407 — 110, 412414, 417, 419, 420. 
J. A. Doesburg Lannoy, (403 en 404 niet af), 405, 406, 408, 409, 
[412, 119, 490. 
‚b. d. L. & V., 402. 
Luctor, 405, 406, 408, 409, 412, 414, 419, 420. 
E. B. J. Luitink, 401, 403—406, 408, 409, 411 —417, 419, 420; 
[Natk. Vrgst. 5, 8, 9. 
M. d. m., 408, 413, 414, 416, 417, 420. 
W. A. W. Moll. 405, 406, 408— 410, 412415, 417—420. 
L. J. Muller, 401, 405, 407—440, 412—416, 419, 420. 
M. v. O. Jr,, 401, 403, —410, 412—420, XCII. 
Pamalon, 403—410, 412—415, 417, 419, 420. 
. Persijn, 405, 406, 410, 419, 420, 
Posthumus, 401—416, 419, 420. 
Pull, 405—409, 412—414, 416, 419, 420. 
„ Roelofsen, 404—406, 408, 409, 412—415, 419, 420; Natk. 
[Vrgst, 5, 8—10. 
. van Rooijen, 405, 408, 412, 414, 419, 420. 
‚ Rosier, 401, 403, 405—410, 412 —420. 
Z. Veeg 401417, 419, 420. 
J. van de Bandi 404-—407a, 408, 409, 412— 417, 419, 420; XCII. 
H.W. Schmelling, 405, 406, 408, 409, 4192414, (416 niet af), 
[419, 420. 
J. H. C. Schortemeijer, 401—410, 412 —415, 417, 419, 420; 
[Natk. Vrgst. 6, 8-40; XCIT. 


EE te 


H. Siersma, 413. 

M. Simons, 401 —415, 419, 420; XCI, XCII. 

C. Smit, 405—407a, 408—410, 412—417, 419, 420. 

Sud, 401, 404— 406, 408—410, 412—415, 417, 419, 420. 

W. — v.d. T., 404—406, 408, 412, 414, 419, 420. 

A. G. Vermeulen, 403—408, 412, 414—416, 419, 420. 

V. d. Wal & Verbargh, 401—410, 412-——417, 419, 420; Natk. 
[Vrgst. 8—10. 


Een paar inzenders worden er aan herinnerd, dat de oplossingen 
in volgorde op afzonderlijke blaadjes behooren ingezonden te worden. 


nn en ee 


OPGAVEN, 


waarvan de oplossingen vóór den Ast» Oct. 1889 franco bij den 
Redacteur A. J. vaN BREEN te Arnhem worden ingewacht. 


44l. Op twee zijden AC, BC van een willekeurigen AABC be- 
schrijft men vierkanten CAEL en CBDK. Bewijs, dat het 
snijpunt der lijnen AD en BE ligt op de hoogtelijn uit C 
op AB neergelaten. 

442. Op de rechthoekszijden AC en BC van den rechthoekigen 
AABC beschrijft men bwitenwaarts de vierkanten ACDE en 
BCFG en trekt de lijnen BE en AG, de eerste AC in 1, 
de laatste BC in K snijdende. Bewijs: CI =—= CK. 

Beschrijft men de genoemde vierkanten binnenwaarts, 
zóo, dat ze gedeeltelijk met AABC samenvallen, dan zullen 
de genoemde lijnen de verlengden der zijden AC en BC in 
|, en K, snijden. Bewijs: CI, —=CK,. J. M. Thiel. 

443. Een middelevenredige te construeeren door middel van den 
rechthoekigen À, zonder van den cirkel gebruik te maken. Friso. 

bh. Bewijs, dat een AABC scherphoekig of stomphoekig is, 
naarmate dat de som der vierkanten van zijn drie zijden groo- 
ter of kleiner is dan het dubbel van het vierkant der mid- 
dellijn van den omgeschreven cirkel. 

445. Oplossen; (10000yf9”*—Slogz — 4, 

(Heis, Sammlung, $ 69, n°. 153). 
(Heis, Van Lankeren Matthes & Tesch, $ 60, n°. 148, 
(Toel.ex. 4° klasse H. B. S., Arnhem 1888). 
446. Ontbindt in factoren: 22 — Ox + a H7. 
(Eindex. H. B. S. 1884). 

441. In een AABC een punt H te vinden, zóo, dat ZBHC, 

ZAHC en ZAHB de supplementen der // A, B en C zijn. 
448. Iemand moet zeker getal door 1155 deelen, maar deelt het 
| getal door 8, het verkregen quotient door 5, het nu ver- 

kregen quotient door 7 en het laatst verkregen quotient door 11. 

Als de resten in de volgorde der factoren 1, 3, 2 en 6 zijn, 

welke is dan de ware rest? 

(Toel.ex. H. B. S, Arnhem, Juli 1887). 

449. Verdeel het getal 120 in 3 deelen, waarvan het eerste door 3 
het tweede door 4 en het derde door 5 deelbaar is, ZóO, 
dat het tweede getal de rekenkundig middelevenredige van 
de twee andere zij. 


450. 


451. 


452. 


453. 


455. 


456. 
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Als men 4 getallen, waarvan elk volgend 37 meer is dan 
het voorgaande, onder elkander plaatst evenals de gedeelte- 
lijke producten eener vermenigvuldiging en vervolgens samen- 
telt, verkrijgt men 424295. Welke getallen zijn dat? 
(Toel.ex. Willemsoord , 1889). 

Een trapezium in twee gelijke deelen te verdeelen door een lijn 
evenwijdig aan een diagonaal. 

(Toel.ex. Rijksveeartsenijschool 1886). MW. shade 
Een bouwvereeniging staat hare nieuwe arbeiderswoning onder 
de navolgende voorwaarden af: Bij ’t betrekken der woning 
wordt / 150 betaald, na 1 jaar f 440, na 2 jaar f 130 enz. 
Bij ’t betalen van den laatsten termijn van J 10 wordt de 
bewoner eigenaar. Hoe hoog schat de vereeniging de tegen- 
woordige waarde eener woning als zij 4%, rente rekent en 
als belasting en reparatie ten laste van den bewoner komen ? 
(G. Smits, Alg. Vrgst., 3° st., $ ? n°, ?). _Jeanne. 
Als men in een rechthoekigen A de hoogtelijn op de schuine 
zijde trekt, dan is de cirkel, in den geheelen À beschreven, 
gelijk aan de som der cirkels, in de deelen beschreven; en 
de som van de stralen der drie cirkels is gelijk aan de ge- 
noemde hoogtelijn. MAVO, 
(C. Knapper, Kz., Lrb. dà. Mtk. I, Plan. $ 330, n°. 603). 
Deel het getal a zoodanig in twee deelen, dat de vierkants- 


wortel uit het verschil der deelen 4 meer is dan gan het 


kleinste deel. 

(Hoofdacte ex. Breda, 1883). H. A. Groenestein. 
Bewijs, dat als 2 cirkels elkaar snijden, elke lijn, die beide 
cirkels snijdt, door hun omtrek en door de vereenigingslijn 
der beide cirkelsnijpunten, in 4 stukken verdeeld wordt » zóo, 
dat het product van het 41° en 3e stuk gelijk is aan dat van 
het 2° en 4° stuk. # 

(Ex. Wiskunde, Amsterdam 1864). W. A. W. Moll. 


Uit een’ rechthoek, die Ee maal zoo lang als breed is, 


twee even groote gelijkzijdige AA te snijden, zoo groot 
mogelijk. Druk de zijde in de breedte uit. 

(J. Versluys, Vormleer Gevorderden, $ 50, n?, 14). 

(Verg. ex. Utrecht, 1886). Luctor. 


457. 


459. 


460. 
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Een vierhoek met inspringenden hoek te verdeelen in 4 ge- 

lijke deelen door lijnen uit een punt in een der zijden ge- 

trokken — en ook te veranderen in een À, waarvan gegeven 

is grondlijn en verhouding der opstaande zijden. 

(J. Versluys, Vormleer Gevord. $ 55, n°. 3.) Luctor. 

(Verg.ex. Boxmeer, 1878.) 

Een kubus wordt op de volgende wijze verdeeld: men be- 

schrijft ‘uit twee overstaande hoekpunten als middelpunten 

met de helft van een lichaamsdiagonaal als straal bollen. 
Als de ribbe van den kubus a M. is, bereken dan het 

oppervlak en den inhoud van elk der deelen, waarin de ku- 

bus verdeeld is. « (Lit. Math. ex. Mei 1889). 

Met hoeveel Russische coupons van / 35,40 en Hollandsche 

van /12,375 kan men / 6000 betalen. 

(Lit. Math. ex. Mei 1889). 

Van een meetkundige reeks is het verschil der eerste 2 ter- 

men p, dat der laatste 2 q,‚ de som der termen s. Hoe 

groot is de 1° term, de reden en het aantal termen? 
Neem ná de algemeene oplossing p =18; q=11250; 

s=— 1812. 

(Lith. Math. ex. Juni 1889). 


Ingekomen vraagstukken, 


WAARVAN DE OPLOSSINGEN GEVRAAGD WORDEN. 


XCVI. 


Een veehandelaar verkoopt paarden en koeien en wint ge- 
middeld 10 pCt. Voor een paard ontvangt hij gemiddeld 
334,50 gld. en voor eene koe 197,50 gld. Als hij op de 
koeien 212 gld. meer wint dan op de paarden, deze hem 
gemiddeld 320 gld. en gene 175 gld. per stuk gekost 
hebben, hoeveel paarden en hoeveel koeien verkocht hij dan ? 
(Benthem & Nijenhuis, Rekenk. Vrgst. 3° Verz. 1° st., n°. 89). 
(Zos noodig de opgave te veranderen om tot antwoord te 
krijgen: 4 paarden en 12 koeien, door de schrijvers aan- 
gegeven). N. N. 


XCVII. Neemt men voor Wala+ 2) de rekenkundig middeleven- 


redige tusschen a en a +2, dan is de fout kleiner dan 


ee a. Bewijs dat. Pamalon. 


(W. H. Wisselink, 4° verz. Rek. Vrgst, $ 14, n°. 1). 


Ingekomen vraagstukken, 
WAARVAN DE OPLOSSINGEN GEVRAAGD WORDEN. 


XCIV. Een A te construeeren, als gegeven zijn: de basis, de som 
(het verschil) der opstaande zijden en 
a.) de bissectrix van den tophoek ; 
b.) de hoogtelijn op de basis; 
c.) de zwaartelijn (mediaan) naar de basis. Jemen Us 


a. LI). Gegeven: basis, som opstaande zijden, bissectrix tophoek. 
UyPelssOrSrbal NIG: 


Zij AABC de gevraagde, deel de hoeken 
A, B en C, alsmede de buitenhoeken B en C 
middendoor; de binnenbissectrices snijden el- 
kaar in D, de buitenbissectrices snijden die 
van ZA in E. le lijn, die een binnen- of 
buitenhoek halveert, ontmoet de overstaande 
zijde in een punt, welks afstanden tot de uit- 
einden van die zijde zich verhouden als de 





aangrenzende zijden; daarom is: in AABF 

OEE AD IDE NOCH, 
uit de laatste verhoudingen volgt nog: (AB + AC) : BC = AB : BF, 
derh. ADDRE (ADEL AOVNBO; 
zoodat AD kan geconstrueerd worden, en dus ook DF bekend is; 
immers we hebben slechts de gegeven bissectrix te verdeelen in 
reden van de som der opst. zijden tot de basis. 

In AABF deelt BE den buitenhoek middendoor; derhalve: 

EF : EA =BF : AB = CF : AC of (zie hier boven) 

EF : EA = BO : (AB + AC); 
men kan dus EF en AE vinden, omdat haar verschil en verhouding 
bekend zijn. Verder zijn ADBKE en ADEC rechthoekig in B en C; 
deze punten liggen dus op een cirkel, waarvan DE middellijn is. 

Constructie. Verdeel de bissectrix in 2 deelen, die zich ver- 
houden als (b+c): a. 

Construeer ook 2 lijnen, waarvan de bissectrix het verschil is, 
en wier verhouding eveneens als (b + c):a is. Zet nu op de langste 
lijn AE achtereenvolgens AD en AF af. (Zie de fig). 

Construeer op DE als middellijn een cirkel, dan liggen hierop 
de punten B en C, terwijl de lengte BC, benevens een punt Fer 

„De Vriend der Wiskunde”, IV. 13 
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van bekend is. Ons blijft dus nog over, door F eene koorde van 
gegeven lengte te trekken, welke constructie bekend mag onder-_ 
steld worden. Verbind ten slotte B en C met A, dan is de À 
geconstrueerd. H. Siersma. 


TWEEDEN Er LOD HUN: 

„Is van een A de basis en 
de som der opstaande zijden 
constant, dan is ook de pro- 
jectie van de bissectrix des top- 
hoeks op de opstaande zijden 
constant.” (Zie: De Vriend der 





Wiskunde II, n°. 134, bl. 57) 

Construeer een Aabe, welks basis —= de gegevene; en waarvan 
de som der opstaande zijden — de gegeven som is; deel den top- 
hoek middendoor, en projecteer ad op ab; zij deze projectie ae. 
Is AABC de gevraagde, waarin AD == de bissectrix van den top- 
hoek, dan is de projectie daarvan op AB =AE = ae; van dien 
rechth. AADE is nu eene rechthoekszijde AE en de schuine zijde 
AD bekend, zoodat hij te construeeren is. Verleng ed, en beschrijf 
uit a met de bissectrix AD een boog, die ed in f snijdt, dan is 


EE en tophoek van den gevraagden A.: Nu is bekend: top- 
‚hoek, som der opstaande zijden en de basis, zoodat de constructie 
verder eenvoudig is. H. Siersma. 
DE KDE z0vDeln ONS SAI NBG, 
Algebraïsche Oplossing. 


Zij de basis = b, 
de som der opstaande zijden = p — (a+c), 
de bissectrix van den tophoek. = t. 


vj te 
AE Wac „s(s— b) . Omdat b en a + c bekend 
1 


zijn, zijn ook e= Gr (atbte) en sibi OA 


9 
bekend, derhalve t = ad ] /acs.(s—b) of t2p?=4acs(s—b) of 


tp? ‘ j 
Lac = ank Ng deze uitdrukking kan geconstrueerd worden, b.v. 


Dansles 





Rr 





22 2 
aldus: zij w?—=s.(s—b), dan is 4ac = ep ee) .__Con- 
daa & 


2 
strueer 4 = Pce MAA Is Laet 2 UC = Ge y) „Is van 2 lij- 
oe 


nen de som en het product gegeven, dan kunnen deze lijnen ge- 
construeerd worden. (Zie o. a, J. VeRrsLUYs, Leerboek der Vlakke 
Meetkunde blz. 136, $ 223). Zijn de 3 zijden bekend, dan: kan 
de A geconstrueerd worden. 

H. Siersma, M. Simons, J. Posthumus, C. Kruyt. 


XCIV. a. II). Geg.: basis, verschil opst. zijden, bissectrix tophoek. 
OPA OES ST N= Ge 
Gegeven: basis — a; verschil der opstaande zijden =b— c; bis- 
sectrix tophoek == B. 
Stel b= mn; e=m—n; dan isb—e=?n, bt e= Am. 





î 8 9 A en TA 

De bissectrix van ZA = a W bes(s — a) 3 
2 ERE neen abelse neat beer 
EE Went mm) (2522) En 


Bnn on amo 


2m 
4B2m? —= (m2 — n?) (4m? — a?) — Ami — (a? + An?) m2 + an? 
m4 — (a? + An? + 4B2) m2 J- an? = 0 
ge Ant ABD (a2HAn?4B2)? 4 6a?n? 
8 Se 64 MRE 
Construeer eene lijn p, zoodat p? = a? + An? + 4B? en 


q=|/ Aan dan is: 


EAP ed DN 5 Ee de Een 
8 64 


Construeer 7, zoodat 72 =p? —- j en s?* =p? — ie dan is 


2 
rs 
hie Pap En waaruit dan verder mm? en ook m langs een- 


mi = 


m 





8 
voudigen weg is te construeeren. 
2 2 2 2 
„Omdat 2m Na dus m? - de som der wortels RE 


en we kunnen zien, dat de eene wortel bijna 2 maal zoo groot is, 
leidt eene kleine berekening er toe, dat slechts 1 waarde voldoet, 


Rens —= pi Den vl 
8 Bi J. Posthumus, H. Siersma. 
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XCIV. b. TI). Gegeven: basis, som opstaande zijden, hoogtelijn op 
de basis. 
Oplossing voor een scherphoekigen À. 

Analyse. Zij de basis (grondlijn) = g, de som der opstaande 
zijden == s, de hoogtelijn op de basis = h. Noemt men de eene 
opstaande zijde #, dan is de andere s— xv. Het eene segment 
waarin de basis door de hoogtelijn verdeeld wordt y, dan is het 
andere g — y. Omdat de hoogtelijn op de basis de À in twee 
rechthoekige AA verdeelt, heeft men 


en (Sm =D Eerde ae (2) 
Uit (1) heeft men 4 =at—h?. 
Substitueert men deze waarde voor y in (2) dan wordt 
ED http) 


waaruit men na ontwikkeling verkrijgt 


s2 — Isr — g? shae Ae 


Wordt deze vergelijking tot de tweede macht gebracht en volgens 
xe gerangschikt, dan verkrijgt men 


rn AOT NE edn 
AS 0) A(s* — g°) 
of Ep eG edel 
4ls* — g*) 
kep 2 2 
= 5 ne — tn ‚ waaruit 
3 er ee 


at AAE ED AAS 4g*h? El /ASte 
Als2—g®) 5) dee 
A lak gh? 
LV 


Daar voor het wortelteeken het positieve en negatieve teeken 
staan kan, volgt er uit, dat het positieve voor de grootste en het 
negatieve voor de kleinste zijde geldt. Voor de grootste zijde ver- 
krijgt men dus de volgende vergelijking 


2 gh? 
ati Ven En fi weg) 


2 2 
voor de kleinste zijde echter de volgende ek — A) 
2 4 s>—g? / 


173 


Oplossing voor een stomphoekigen A, wanneer de stompe 4 
aan de basis ligt. 

Analyse. Zij de basis (grondlijn) = g, de som der opstaande 
zijden — s, de hoogtelijn op de basis — h, het verlengde der basis 
tot het voetpunt der hoogtelijn —= y, de opstaande zijde aan den 
stompen / —=@&, dan is de zijde over den stompen Z =s—z, 
zoodat men uit de twee ontstane rechthoekige AÀ de volgende 
vergelijkingen verkrijgt 

DELE nl Ae, AOM AE VEND) AL ee (4) 
en | rn Het (GAY) a et ern eld lj (2) 
Substitueert men w=|/ h?+y? uit (1) in (2) dan ontstaat 


e—or=ht (ot art) 


De ontwikkeling dezer vergelijking geeft dezelfde formulen als boven. 


Constructie. Zij s = AB, 
g=BC, h= AE. Teeken een 
rechthoekigen AABC, waarin 
de hypotenusa AB=s en de 
rechthoekszijde BC = gis. Ver- 
leng de rechthoekszijde AC met 
CD=BC=g. Neem AE =h, 
vereenig C met Een trek DF//CE. 
Beschrijf op EF als rechthoeks- 
zijde een rechthoekigen AEFG 
waarvan de hypotenusa EG 


spears Î_ Bo IS. 
9 





Zij H het midden van AB, neem HK == FG, zoo dat AH +FG= AK 
wordt, dan is AK de grootste en KB de kleinste der opstaande 
zijden. Beschrijf op AK een AAKP waarvan AP = g en KP = KB 
is, dan is AAKP de gevraagde, waarin KM gelijk is aan de ge- 
geven hoogte AE, 


eit d 4 h2g? 
Aanmerking. De constructie is mogelijk als — 9? ) : 
4 s:—g? 
sr. al: Lijf h2g? 
Zij is onmogelijk, als et C Tsim 
Wordt de grootheid onder het wortelteeken == 0, dan wordt 
1 jen h°g* 


Ss — g° 
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of se — ge == 4h? of sz Ahin g? 
dit is het geval bij een gelijkbeenigen A, want dan is de eene zijde 
1 1 
ps ES 
2 a 2 
K 1 d 
en de andere zijde s—u=8—____8=8 
2 2 


d. i. de beide zijden zijn aan elkaar gelijk. 


XCIV b. T). Gegeven: basis, som opstaande zijden, hoogtelijn op 
de basis. 


PF WOB EADTE TOBA OAS KS ANNE 


Zij AABC de gevraagde; richten we in B 
op AB eene loodlijn op, gelijk de gegeven 
hoogte, en verlengen die, zoodat BE —= EG; 
trekken we EF //AB, dan is deze lijn de meetk. 
pl der toppen van alle AA, met AB tot basis 
en BE tot hoogte. Verleng AC tot CD = CB 
en dus AD == de som der opst. zijden. Een cirkel met AD als 
straal uit A beschreven, is de meetk. pl. van D. 

Omdat EG —=EB, is ook CG =CB=CD, en een cirkel, uit C 
als middelp. en met CB als straal beschreven, raakt den eerstge- 
noemden in D. Omgekeerd is C middelp. van een cirkel, die gaat 
door de bekende punten G en B, en den cirkel uit A beschreven 
inwendig raakt. Hieruit volgt de 

Constructie. Trek eene lijn AB == de gegeven basis, zet op - 
het eene einde eene loodlijn — 2 X de gegeven hoogte; deel deze 
rechthoekig middendoor; beschrijf uit A met de som der opstaande 
zijden een boog, en construeer een tweede cirkel, die door G en B 
gaat en den eersten inwendig raakt; het middelpunt daarvan is het 
gevraagde toppunt van den driehoek. 

N.B. Voor deze constructie zie men o. a: 

SCHLÖMILCH (vertaald door ONNEN en Eer) I, blz. 151. . 

VERSLUYS, Meth. b. h. opl. v. Meetk. vraagst., blz. 10, $ 10. 

Prof. v. GEER, Leerboek der Meetk. I, blz. 129, $ 19, V. 

‘ts een der vraagstukken, bekend onder den naam: Raakpro- 
blema van APOLLONIUS. M. Simons, H. Siersma. 
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EE Re ORP TMO Daarle Ne. 

Zij AABC de gevraagde ; construeceren 
we uit C met CB als straal een cirkel, 
snijdende de basis in KE. 

Verleng BC tot ze den cirkel snijdt 
in D; trek EC ook tot ze den cirkel 
snijdt in F; trek daarna FD, die ver- 
lengd, de basis in G snijdt; laat nu nog FB en CH _L BG vallen, 
dan is: AD — som opstaande zijden en gelijk uit ECH en AEFB 
blijkt: 2CH=BF, AADB w AAGD want ZA gemeen en BDA 


ge En be BEK, /DGB — En (bg FKE — bg BD) = En (be DBK 





— bg BD) = an be BEK. Hieruit volgt: 

AB: AD = AD: AG, waaruit AG als derde evenredige kan ge- 
construeerd worden. Omdat BF in stand en grootte bekend is, 
kan het punt F gevonden worden en dus ook ZFGA = ZBDA. 

We vinden dus deze Constructie: 

Construeer eene derde evenredige tot de gegeven basis en de som 
der opstaande zijden; verder een rechthoekigen À, waarvan de 
rechthoekszijden zijn: het verschil tusschen die derde evenredige en 
de basis, en de dubbele hoogte van den driehoek; de scherpe hoek 
tegenover die zijde is /DGB —= /BDA. ‘Trek eene lijn — de som 
der opstaande zijden, en construeer aan het eene einde (D) een ZA 
—= de gevonden Z. Beschrijf uit het andere einde (A) met de 
basis (AB) als straal een boog, die het andere been van den hoek 
snijdt, dan is drieh. ABD geconstrueerd. 

Ten einde nu C te vinden, trekken we BC zoodanig, dat ZDBC 
= /BDC; drieh. ABC is dan de gevraagde. H. Siersma. 


VEER D RR AP IT: OSIS TEIN ?G. 
Algebraïsche Oplossing. Geg. ate=p, b,h. 
Deslondlijn. hj — SVA DEED ED dae 

bXh=[/ s(s—b)X Us —a)X Us—e) — 
omdat b en a 4e gegeven zijn, zijn s en s— b bekend 
dus _ bXh=/s (s — b)X(—atbte)(atb—e) 


e= | £ «—0)| eta) nam 
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h? 
Ss wa 





é bh? 
Construeer eene lijn # = — -, daarna y = 5 dan nog 
s 


z?=—= ry, dan is 2? =b* — (a — ce)? dus a —e= Von aars 
door a — ec of (c — a) bekend is en, omdat a + c gegeven is, kan 
nu ook a en c afzonderlijk geconstrueerd worden. 

J. Posthumus, C. Kruyt, H. Siersma. 


XCIV. b. II). Gegeven : basis, verschil opstaande zijden, hoogtelijn 
op de basis. 


Oplossing van een scherphoekigen À. 


Zij de basis (grondlijn) =g, het verschil der opstaande zijden 
== v, de hoogtelijn op de basis —= h. Noemt men de kleinste 
opstaande zijde x en het er bij behoorende segment op de basis = 4, 
dan is de grootste opstaande zijde —= # + v en het er bij behoorende 
segment — g — y. Hieruit volgen, na toepassing der stelling van 
PyrHAGoRas, de volgende vergelijkingen 

zh U bne eten (1) 
(dhg ee (2) 
Uit de eerste vergelijking verkrijgt men voor het kleinste segment 
Vath 
Wordt deze waarde in de tweede ingevoerd, zoo ontstaat 
@Hot=ht Hg ak) 
De ontwikkeling dezer vergelijking leidt tot de volgende 
Wet gt == ht. 
Wordt deze vergelijking in het quadraat verheven, zoo ontstaat 
Agh + (w? — 9} 
5(g* — 0?) 


Wordt ee bij beide leden opgeteld en opgemerkt, dat 


—= xc? + vx. 


vg wg) =— (ge) (gt) is, zoo gaat 
de bovenstaande vergelijking over in de volgende 
Agh? + (g + wv)? (9 — v)? ae 
BOOT ed 
en hieruit de formule voor de kleinste zijde 


=S  te)_e 


g- —v? 


d ÁEN 
RN NK Ef) 
en e+ 5e) 


1/7 
2 heen 
= KEUR ee je 
Ear 4 Á 2 


g*h? g° 4 
Vr te (3) 


en de grootste ar + v B Leh je g*n' g° 
o 9 9 \ grt eens + Z eee (4) 








Oplossing voor een stomphoekigen Â, wanneer de stompe Z 
aan de basis ligt. 


Zij de basis (grondlijn) — g, het verschil der opstaande zijden 
== v, de hoogtelijn op de (verlengde) basis —= h, de opstaande zijde 
aan den stompen / — #, het segment tusschen de basis en het 
voetpunt der hoogtelijn —= y, dan is de grootste opstaande zijde 
== + v en de basis met haar verlengde —= g + y. Hieruit volgen 
volgens de stelling van PyrHaGoras de volgende vergelijkingen 

DON et ee ha rd. (1) 
en @ + vt = ht + (9 + 4) 

Wordt de waarde voor y = Li gr h? vit de eerste ontwik- 

keld en in de tweede gesubstitueerd, zoo ontstaat 
(re top=hit lg th?) 

De ontwikkeling dezer vergelijking leidt tot dezelfde resultaten 
als boven. | 

Constructie der formulen (3) en (4). 

Zij de basis g = BC, het verschil 
v=CD, de hoogte n = DE 

Beschrijf op de basis BG een halven 
cirkel BPC, trek uit C de koorde CD =v 
en door de punten B en D de lijn BD, 
verleng haar met DE=h, trek dan 
EF//DC tot zij de verlengde basis in 





F snijdt. 
Richt in B eene loodlijn BG —= CF op, vereenig G met het mid- 


den M van BC en verleng MG met GH = ne v, dan is de lijn 


MH — de grootste zijde. Verkort men MG met GK = Ei dan 


is MK de kortste zijde van den gevraagden AABC, welke nu met 
MK = AB, MH = AC en BC te construeeren is. 
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: Ne geh? - 4 
Aanmerking. De vergelijking 2 = OE TENS 
g-—v? 4 2 


dus ook de opgave is mogelijk, zoolang de uitdrukking onder het 
wortelteeken positief is, hetgeen plaats heeft, als g2— v? een 
positieve waarde heeft. Wordt deze negatief, d. 1. wordt het ver- 
schil tusschen de twee zijden grooter dan de derde, zoo ware de 
opgave onmogelijk, omdat, zooals bekend is, bij een A het ver- 
schil tusschen twee zijden kleiner is dan de derde zijde. 


Werd het verschil gelijk aan de gegeven derde zijde, dan zou 


2? PE 1 2 1 
je ĳ J JL v/e dE 
jn 0E Tat he 


wat insgelijks onmogelijk is. Hieruit volgt, dat het verschil tus- 
schen twee zijden van een À niet gelijk kan zijn aan de derde zijde. 








XCIV. b. II). Gegeven: basis, verschil opstaande zijden , hoogtelijn 
op de basis. 


TWB DE OSBEEKORGDE BATEN MGE 


Zij ABC de gevraagde drie- 
hoek ; beschrijven we uit C met 
de kleinste opst. zijde als straal 
een boog, die de basis in F 
en CB in E snijdt, dan is BE 
het gegeven verschil. Trek FCD 
en AD dan is AD de dubbele 
hoogte van den driehoek. Met 
geringe wijziging is derhalve 
de constructie van XCIV bl) 
(2° opl.) te gebruiken; de lezer 
zal spoedig inzien, dat we hier een cirkel hebben te construeeren, 
gaande door A en D, en uitwendig rakende aan een cirkel, uit 





B beschreven met het gegeven verschil tot straal 
M. Simons, H. Siersma. 


DERDE OsPsbr0ScsalsN,G: 


Zij weder AABC de gevraagde; construeer uit C met de kleinste 
opst. zijde een cirkel en uit B eene met het gegeven verschil tot 
straal; maak AD —= 2 X geg. hoogte; verleng BC tot ze den cir- 
kel snijdt in I; trek IF en DE, die AB snijdt in K. 
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Nu is ABEK @ ABAE, (want ZB hebben ze gemeen; ZBEK 
1 


— ZDEI = ZEDU = ZEDF = 5 be EF — ZEAF) derh. AB: EB 
—=EB:BK; BK kan dus als 3° evenredige tot 2 gegeven lijnen 
geconstrueerd worden en op AB van B af worden uitgezet. 
Van AADK is dus nu bekend AK; ZA = 90° en AD == de 
dubbele hoogte van AABC, zoodat we DK kunnen trekken, waar 
deze den cirkel B snijdt, ligt E; verbinden we dit punt met A, 
dan hebben we hierop als basis een gelijkbeenigen À te beschrijven, 
waarvan het verlengde van BE een been is. Maak dus /CAE=/CEA 
dan is C gevonden en de À geconstrueerd, H. Siersma. 


VLER DE OPLOSSING. 
Algebraïsch. Gegeven: AB = ec; AL =h; BE=a—b=p 


hes Ea X s(s — a) (s —b) (s — c) derh. 


Ahb?= (atb) (—atbte)(a— bte) (a tb —e) 
=(p te — Wb) (e— p) (e+ Pp) (p + 2 —e) 
= pt (e— W)| pe —)| (c2 — p?) 
2 
DEVRAOEET EE En (c EU 20), 
c2 — p? 
Kd 4n*b? À 
Construeer eene lijn z? = ; daarna is dan: 
c2 — p* 


e= pp. — (ce — U) dus (e — Wb) =p" —z', waaruit Ce — b of 

2b — e geconstrueerd kan worden en daar c bekend is, ook 2b, 

en derhalve b en ook a gevonden is. J. Posthumus, H. Siersma. 
RD SER OSL 0 SS TNG, 

Noem AGs0 sn AB ate; 

BC == 0. 

Zij ABC de gevraagde À, 

Ì construeer de aan- en ingeschre- 

ven Cirkels, dan is reeds be- 

| wezen (me De Vriend der Wis- 

Ì kunde IId jaargang, bl. 212, 

nos vi Djedat: 

MA st AV gls 

dus VA, =s—etrs—b=a; 

I Ï 

nee 

s—C s—b 

omdat nu basis en hoogte be- 








Ni == 5 
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kend zijn, is TI gegeven; daar b—c gegeven is en a, kan ook 
Ss —C == ee en s—b= nn geconstrueerd wor- 
den; zoowel AV, als AA, en M‚V en M.A; zijn bekend. We 


trekken dus eene lijn —= de gegeven basis, nl. VA,; maken VA 








er Ole en en zetten op de eindpunten loodlijnen op 
VA? naar verschillenden kant, respectievelijk — ANP S f 
S—C s— 


en trekken M,M,‚; beschrijven met genoemde stralen de cirkels, 
dan raken deze de zijden c en b zelve, benevens de verlengden 
van AC en CB en van BA en BC; de zijde AC is de gemeenschap- 
pelijke raaklijn (inwendige) van cirkel M, en M, ; terwijl de derde 
zijde de uitwendige raaklijn is aan de 2 getrokken cirkels. De 
snijpunten van al die raaklijnen zijn de hoekpunten van den ge- 
vraagden driehoek. H. Siersma. 


XCIV. c. I). Gegeven: basis, som opstaande zijden, mediaan naar 
de basis. (J. Versluys, Meth. Opl. Mtk. Vrgst. 137). 


OsBSLRORSESEIENE GE 


Zij van AABO de basis AC =b, BC+AB =ate =p, de 
mediaan BD = 1%. Nu ke 


De (AB2+BC?®)— T AGS (AB+BOJ—AB. BO AC* 


4m? = 2p? — 4ac — be 
hac = Up? — be — Amt, 

Hieruit kan met behulp van rechthoekige AA 4ac= rr? gecon- 
strueerd worden. Van a en c is dus wederom de som en het pro- 
duct bekend, zoodat a en c beide gevonden worden door gebruik 
te maken van de constructie opgegeven in J. VersLuYs, Leerb, d. 
Vlakke Mtk. $ 228. H. Siersma. 


c. II). Gegeven: basis, verschil opstaande zijden, mediaan naar 


_ de basis. 


O0 PT OnskealesNe0 
Zij van AABC de basis AC=b, BC—AD=a—c=g, de 
mediaan BD —= me, dan 5 


me? EG + C2) — en Aimee (a —e) — —_ be + 4ac, dus 


EO : 
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1 
wg 
schil en haar product bekend zijn. Zij zijn dus te construeeren. 
(Zie: J. VersLuys, Leerb. d. Vlakke Mtk, $ 224). H. Siersma. 


1 2 
4ac = m° — q— IN b?, zoodat thans van 2 lijnen haar ver- 





NAGEKOMEN OPLOSSING. 
III. Beschrijf een Á, waarvan gegeven zijn: de tophoek en de 
sommen van elk der opstaande zijden met de grondlijn. 
(J. Versluys, Meth. Opl. Mtk. Vrg. $ 25, n®. 15). H. Siersma. 
(De Vriend der Wiskunde I, blz. 192, nl, IL). 
DEN RERERDERIROT Pr Li OS SCIPNGE 

Zij AABC de gevraagde. Verleng AB en AC elk met een stuk 
BD = CF =BO; dan is AD=c ta; AF =b + a; deel de buiten- 
hoeken B en C middendoor, dan zullen de bissectrices dier hoeken 
elkaar snijden in een punt E van de bissectrix van ZA. 

Trek ED en EF, dan zijn de AABDE, BCE en FCE 2, omdat 
de 41° en 2°, de 2° en 3° 2 zijden met den ingesloten hoek gelijk 
hebben. Daaruit volgt dus: DE =EC, BE= EF: verder 

OBCS ZAT ZB 
BROBA 1 AG 
ZBOR + ACBE= LAH Drs En 90 ZEA, 
Omdat de drie // E gelijk zijn, en elk — 1809 — (90°+ — N 


eel 


AT ze A, is ZDEF —=270° — 4 En ZA. Hieruit volgt 


deze constructie : 
Construeer een À met den gegeven tophoek en de sommen van 
elk der opstaande zijden met de grondlijn tot zijden; beschrijf op 


de basis DF een cirkelsegment, dat een hoek van 270° — 1 en ZA 


bevat; deel /A middendoor en verbind het snijpunt der bissectrix 
met den boog van het segment, zijnde E met D en F; beschrijf 
verder met ED als straal een boog, die AF in C,‚ en met EF als 
straal eene, die AD in B snijdt ; deze punten zijn de basis-einden 
van den gevraagden À. 

Het bewijs ligt in de analyse. 

Is gegeven: het verschil van elk der beenen met de grondlijn 


dan is de oplossing bijna gelijk aan deze. H. Siersma. 


Meetkundige Eigenschappen. 


PUNTEN OP DEN OMTREK VAN EEN CIRKEL. 





A. Vier lijnen DF, EF, AB, BE vormen 4 AA. Wordt nu 
om elk van die 4 AA een cirkel beschreven, dan snijden die 4 
cirkels elkaar in 1 punt. 

Om dit te bewijzen beschrijven we om twee van deze AÀ, bijv. 
om AACF en ADEF, cirkels. 

Deze cirkels snijden elkaar, behalve in ’t gemeenschappelijk hoek- 
punt F der AA, ook nog in $. 

We moeten nu aantoonen, dat S ook op de omgeschreven cirkels 
der AA BCD en ABE ligt. 

Vierhoek SFAC is in een cirkel beschreven, dus ZSCB == 1809 
— /SCA = /SFA. Evenzoo is vierhoek SFED in een cirkel be- 
schreven, dus /SDB = 1809 — /SDE = /SFE. Hieruit volgt 
ZSCB = /SDB. 

Het punt S ligt dus op den omgeschreven cirkel van ABOD. 

Verder is in vierhoek SFAC /CAS = /CFS. 

In vierhoek SDEF is /CFS —= /DES, dus /CAS = /DES; dus 

S ligt ook op den omgeschreven cirkel van ABAE. 

Wanneer we dus een vasten AABE aannemen met een punt F 
op het verlengde der zijde EA, en door dat vaste punt F eene 
veranderlijke snijlijn FCD trekken, dan is de meetkundige plaats 
van het 2° punt, waarin de omgeschreven cirkels der ÂA FAC en 
FDE elkaar snijden, de omgeschreven cirkel van AADBE. 
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9. Noemen we de middelpunten der cirkels ACF, DEF en ABE, 
M,, M, en M,, en verbinden wij die drie punten. 

M‚M, staat L op SF, M‚M, staat L op SE, dus ZM, M.M, 
— 180° — /FSE = 180° — /FDE —= /CDB. M‚M, staat lood- 
recht op AS, dus ZM,M,M; = ZFSA — /FCA == /BCD. Hieruit 
volgt dus, dat AM,M,M, w is met ABCD, dat is met den A, 
welks omgeschreven cirkel we niet gebruikt hebben. Noemen we 
$ middelpunt van cirkel BCD M,‚, dan zal dus eveneens AM,M,M, 
n zijn met AABE, dus /M,M,M, = ZM,M,M.. 

De 4 punten M‚, M,, M,, M‚ liggen dus op eenzelfden cirkel- 
omtrek M,. 

3. We kunnen altijd een der lijnen als de basis beschouwen van 
3 der 4 AA. 

Nemen we bijv. EF als basis aan, dan hebbende AAFCA, FDE 
en ABE de toppen C, D en B. Door deze toppen trekken we 
eene lijn naar ’t middelpunt van den omgeschreven cirkel, dus 
lijnen door C en M‚, D en M,, B en M,. Stel dat M‚C en BM, 
elkaar in P4 snijden, en noemen we voor ’t gemak ARC ES, 
ZFCA = /BCD =8. Dan is /CM,A = 24; ZBCP, = ZM,CA 
—900— a; ZDCP, =at—90°. ZBM,E=2/BAF =2(180° a—}), 
dus /DBP, = a +@— 90e. 

Hieruit volgt dus, dat P, met B, C en D op één cirkelomtrek 
ligt; dus /P,DB — ZBCP, = 90° — a. Trekken we nu DM,, 
dan is ZEDM, = 90° — a, dus — ZP,DB. De 3 getrokken 
lijnen snijden elkaar in één punt P, , dat op den cirkelomtrek BCD ligt. 

Verder blijkt hieruit, dat ZM,P,M, =180° — /CP,B — 180° 
— /CDB is. In het voorgaande is bewezen, dat AM,M,M, wo 
ABCD is, dus ZM,M,M, == /ZCDB. P, ligt dus ook op den cir- 
kel door M‚M‚,M,; welke cirkel, zooals reeds gebleken is, ook door 
M, gaat. P, is dus een snijpunt der cirkels M,, M,, M,, M,‚ en BOD. 
Door elk der andere lijnen als basis aan te nemen van 3 der drie- 





hoeken, kan men nog drie punten P,, P, en P, op gelijke wijze 
construeeren; en deze punten liggen natuurlijk ook op den cirkel 
M M‚M,M,; dit kan op geheel dezelfde manier bewezen worden. 
We hebben dus 8 punten M,‚, M,, Ms, M‚,, P4, P,, Pz en E, 
die alle punten van denzelfden cirkelomtrek zijn. Dat ook S op 
dien cirkelomtrek ligt is gemakkelijk te bewijzen. ZERO. 





OPLOSSINGEN 
der opgaven 421—440. 


421. Eene rechte lijn AD stelt in grootte en ligging de bissectrix 
van ZA van AABC voor. Wanneer nu de verhouding van 
AB tot AC constant is, vraagt men de meetkundige plaats 
te bepalen door het punt B en door het punt C beschreven 
en te bewijzen, dat deze AD harmonisch verdeelen. 
OREL: 0 SAS eN U 


Zij B'AC'een tweede A, waarvan de zijden. 
AB’, AC/ zich verhouden als AB tot AC en 
die AD tot bissectrix van den ZA heeft. 

Trek de rechten BB’ en CC’, die AD in 
F en E snijden. Volgens de onderstelling 
heeft men AB:AC=—=AB:AC’ en ZBAB’ 
= ZCAC dus is ABAB’ @ ACAC’, waar 
uit volgt, dat men heeft /ACC/' = /ABB/. 

Eveneens is ADBB’ «2 ADCC’, dewijl 
ZBDB’ —= /CDC/’ en BD: DC =AB:AC= AB’: AC/’=DB : DC” 
bijgevolg /C/CD —= ZDBB’, zoodat CC’ // BB’. 

Als men dus CC’ verlengt tot zij AB in G ontmoet , zal /B/BA 
=ZCGA= /GCA zijn, dat is: AAGC is gelijkbeenig. 

De bissectrix AD van den ZA is dus L op GC en BF, zoodat 
de loodlijnen uit C en B op AD neergelaten de gevraagde meet- 
kundige plaatsen zijn; bovendien heeft men DF : DE =BD : DC 
=AB:AC=—AF: AE hetgeen aantoont, dat de twee punten E‚ 
F toegevoegd harmonische punten op AD zijn. 

(Het omgekeerde is waar en wordt gemakkelijk bewezen.) 


422. Construeer AABC, als de bissectrix AD, de verhouding der- 
zijden AB, AC en eene hoogtelijn gegeven zijn. 
OP EnOsS SulNnG: 

Wij zullen twee gevallen onder 
scheiden, naarmate de hoogtelijn „ 
evenals de bissectrix, uit het hoek- 
punt A òf uit een der hoekpunten. 
B of C getrokken is. 

Als de hoogtelijn AHuit A ge- 
trokken is, zal het voldoende zijn uit 
| A als middelpunt met deze hoogte 
als straal een cirkel te beschrijven. Trekt men dan door D de 
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raaklijn DH aan dezen cirkel, dan bepaalt men de twee hoekpun- 
ten B en C op de twee loodlijnen Fy, Ex, vooraf getrokken. 

De tweede raaklijn DH, aan den cirkel, uit het punt A als mid- 
delpunt met AH als straal beschreven, bepaalt de AAC,B, sym- 
metrisch tot ACB met betrekking tot AD. 

Stellen we in de tweede plaats, dat de gegeven hoogte uit een 
der hoekpunten B of C, bijv. CH’ uit C, getrokken is. 

Trek DK! AB. Men heeft DK : CH/=BD: BC 
of DK :(CH’ — DK) == BD : DC, waaruit DK = en 

A 4 
DC 

De loodlijn DK bekend zijnde, zal men een cirkel kunnen be- 
schrijven uit het punt D als middelpunt met DK als straal. De 
raaklijnen uit A aan dezen cirkel getrokken bepalen de twee AA ABO, 
AB,C, symmetrisch met betrekking tot AD. 


423. Construeer AABC, als de bissectrix AD, de verhouding der 
zijden AB, AC en een mediaan gegeven zijn. 


OeP-L-OsSsS, LNG: 


Evenals in het voorgaande zullen 
we twee gevallen onderscheiden, naar- 
mate de mediaan uit het hoekpunt 
A, of uit een der twee andere hoek- 
punten getrokken is. 

Als de mediaan uit het hoekpunt 
A getrokken is, zal een eerste meet- 
kundige plaats van het punt M de 
loodlijn PQ zijn op het midden van 
EF opgericht, en eene tweede plaats , 
de cirkel beschreven uit het punt A 
als middelpunt met AM als straal. Het punt M eenmaal verkre- 
gen zijnde door het snijpunt dezer twee plaatsen, wordt de A 
verder gemakkelijk voltooid. 

Onderzoeken we nu het geval, waar de mediaan BM’ uit het 
hoekpunt B is getrokken. Eerstens is het punt M/ gelegen op de 
loodlijn NP’ op het midden van AE opgericht. Maar als men 
DM’ // BM’ trekt, heeft men DM”: BM’ = DC : BB 

„De Vriend der Wiskunde IV.” 14 
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of DM’ : (BM/ — DM”) = DC: BD 


/ 
waaruit DM’ = ze 
Ee tid 
De 


De lengte DM” kan dus geconstrueerd worden en het punt Mm” 
ligt op den cirkel uit D als middelpunt met DM” als straal be- 
schreven. 

Bovendien M/M”. : M/C =BD : DCO, 
het punt M/ is dus nog op de loodlijn op AD opgericht in het punt G; 
dat het segment NE in de verhouding van AB tot AC verdeelt. 


494. Zij AABC rechthoekig in A en D het raakpunt van den in- 
geschreven cirkel met de hypotenusa BO. Bewijs, dat 
1 1 1 | 
gm rap nt 
OSPE 0 TS ss LeNm 
Stellen we AB=c, AC=b, BC =a, dan is BD =s—b, en 
CD —= s — c, zoodat we moeten aantoonen, dat 
Â 1 Î 1 
al c RT En ME 
of, na de twee leden door (b— ec) gedeeld te hebben, dat 
(Qs — Wb) (Qs — 2e) = 2e. 
Maar dit komt onmiddellijk neer op de volgende vergelijking 
a? =b? de? | 
welke waar is, omdat de A rechthoekig ondersteld is. 











425. Bereken de som der eerste n-termen der reeks: 
1 1 
S= 


EULESTANNEE NG 
O PSL O0 S,SgieNeG: 
1 CD) rna 
n/ nnn n(n Fit nnt1) 
EHV nn at _ Vn Ve 4 1 


Men heeft 





n(n +1) tn n+1 Vn Want 
1 4 1 4 4 
dus Nee en en Teenie 
7 INE VEN NS ZS 
Aad oel wild 








Voor n= is Lim. S, = S=d. 
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426. Op te lossen: 


a(a d- «) (a + 2e) (a + 3x) = bb + a) (b + 20) (b + 3x)e 
OPLOSSING. 
Men heeft achtereenvolgens 


(a? + 3az) (a? + 3aa + 2?) — (b2 + Zh) (b2 + ba + 222) 
(a2 + Zar)? + Laa? J Sax) = (b2 + 3bx)2 + 2o(b2 + 3ba) 


(a? + 3ax)? — (b2 + Sb)? + 2? G + 34) — O+ 3b2)| =0 
| (art Zac) — (b24-3b) art 3az) + (b2+ 3bx) +2a2| Eg 
(ab) (3x Ha +5) [2e oe 3e(a+b) Fat + be] 0 
(Bx Ha +5) | aat + 3x(a + tart] ls 
3e Hadb=0 en Wa? 4 3x(a +b) a? Hb =0 


atb 3 : 4 SE 
SE nn En 
en DL AFDE at H18ab Fb: } 





427. Wanneer m de verhouding der omtrekken der regelmatige in- 
en omgeschreven veelhoeken van een zelfde aantal zijden en 
m/ de verhouding der omtrekken der regelmatige in- en om- 
geschreven veelhoeken van het dubbel aantal zijden is, bewijs 


dan de betrekking m/ —= \ ft en V.d. Wal&Verborgh. 


Rouché & De Comberousse, Traité de Géométrie. 
(ARCO LSBe SVL. 334 p. 267yren 
(5° éd, 1883, Livre III, $ VII, ne. 321, p. 357) 
(C. Knapper, Kz., Leerb. der Meetk. I, $ 330, n°. 665). 
Oe BEBIOSS LS LING. 
Zij de straal van den cirkel —= R en de 
zijde v. d. reg. ing. n-hoek = a, dan is de 


D > P » OMmg.Nn » =A, == Zok 
OTT VERD 
BRE eb En AN » == |/ (R—RV ARD 
2az R 
D D » » omg.2n EA 
) omg » 2 War? Saal z) 


2RY/ | OR? —-RV(4R*—a, | 


an 





vj ore RV (AR? —a, 2) 
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Omtrek reg. ing. n-hoek _ na, _ a„ _ WAR2—a,? 
Mise > omg.n » nÄ, Art 2R af 
dus VAAR? ai; NR NEE ne (1) 
Omtrek reg. ing. 2n-hoek __ na, __ dan 
» >» omg. 2n -» nAon Ee Aon 
V OR2H RV (4R*— a, 2) | 
mnd egen gen eed m/ 
2R 
hierin (1) gesubstitueerd geeft 
|R? +R. 
hi vj EEn Rn EVD 


2 + 2m m1 
En Vv Ve “__V.d. Wal & Verborgh. 


428, Op te lossen zt +4? dyt=ab, a? Hay ty =a. 
(P. J. Bos, Leerb. d. Alg. III, bl. 401, n°. 127). W. 


QsB LrOrSkblsN Ge 


Voor de 1e verg. kan men schrijven (@? + xy + y2) (22 — ay +4?) 
== ab, zoodat zij door middel van de 2e overgaat in #2 — xy + y?=b. 
Dus heeft men: #2— xy t-y?*=ben z2daytyt=a. 


Door aftrekking volgt zy = (a — b), zoodat onze beide ver- 
gelijkingen kunnen vervangen worden door: 


1 1 4 1 
ne iz 1e en (Hy)? met en ed 
( 4) 5 De (2 + y) 5 5 


dus my V(6b— 2), ety=tk 5 Vea 2b). 
Waaruit volgt: 


nf |V (6a—2)+V/(6b—2a)| en eid al V(6a—2b)— (6b—2a) | 


i 


—V (6a—2b)—(6b—2a) | en Aen —V (642) (60-24) | 


i 
se af Al 


feng 
7 | 
| V(6a—2B)—V(6b—2a) | en ys = d V (6a—2b)+V/(6b—2a) | 
| | 


—V (6a-2b)H/ (6b—2a) Ven y, = 5 |V (Ga) (C5-20)| 
w. 
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Tele —1) 
3x mtd Luctor. 


ONPALE OSE SJ ING 
Vermenigvuldig de leden van een vergelijking niet met een 


429. Op te lossen 


vorm, waarin een onbekende voorkomt, als gij ziet, dat de 
vermenigvuldiging overbodig is. Als de vergelijking vermenig- 
vuldigd is met een vorm, waarin een onbekende voorkomt, zie 
dan of de wortels, die men vindt, den vermenigvuldiger nul 
maken. Zoo niet, dan voldoen de gevonden waarden aan de 
gegeven vergelijking. Zoo ja, dan moet men onderzoeken, of 
de gevonden waarden aan de gegeven vergelijking voldoen, 


- door de waarden er in te substitueeren. 


Als de leden van een vergelijking deelbaar zijn door een 
vorm, waarin een onbekende voorkomt, verricht men die dee- 
ling, waardoor de vergelijking eenvoudiger wordt; de waarden, 
die den deeler nul maken, zijn wortels van de vergelijking. 

(J. Versluys, Lrb. d. Algebra, I, $ 62, 5° druk, 1881). 

(A. L. de Leeuw, Lrb. d. Alg. I). 

Tele —À) ip 1e —1) ld 
3x 3 
Tr —1=3r +9, waaruit wv = 4. 


430. Als de periode der zuiver repeteerende breuk , die gelijk is aan 


EN ‚ uit „— 1 cijfers bestaat, dan is de som van die cijfers 
n 


d 1 Ee 
altijd eo (n — 1). Bewijs dit. M. 


(J. Versluys, Deelbh. en Repet. br. n°. 89.) (Verg. ex. Winschoten). 
(W. H. Wisselink, Vragen en Oef. Theor. Rek. I, $ 19, 63). 


OPLOSSING. 
Omdat de periode der zuiver repeteerende breuk, die gelijk is 


d 0 à ' 
aan —- uit „ — 1 cijfers bestaat, is » priem en „n— 1 even. 
n | 


Als de noemer priem is en de periode uit een even aantal cijfers 
bestaat, is de som van elke twee cijfers der periode, wier verschil 
in rang de helft is van ’t aantal cijfers der periode, gelijk aan 9. 


(J. Versluys, Deelbaarheid en repeteerende breuken, $ 55). De som 


der cijfers der periode is dus 2 — d 





je ET (2 — 1). M. Simons. 
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431. Iemand deponeert bij een bankier f 5000 à 40/,, Hoelang 
kan hij bij het einde van elk jaar f 250 opnemen? R.D. 
OAP#L 10787 53 LINUGE 

Stel het aantal jaren x, dan bezit hij nog 
na 1j. 1,04. 5000 — f250 
» 2j. 1,04(1,04. f5000 — f 250) — f250 —= 1,042. f5000 

— 1,04. f 250 — f 250 
» 3j. 1,043. f5000 — 1,042. f 250 — 1,04 . f 250 — f 250 
of 1,043, dd 042 + 1,041 + 1,040), en 


Pre. 4.042. f 5000 — (4 Ode een 
+ 1,041 + 1,040) „…f 250 =0 


1,042 —1 
OE me .f 250 = (1,04 —1). f 6250 
waaruit 1,04 = 5, elog 1,04 = log 5 


log # =loglog 5—loglog1 „04 
log z =1,6131598 


log 5==0,6987700 
log 1,04 0,0170333 


loglog 5 = 9,8444585—10 








v=41,0355 jaar — 41 jaar 13 dagen. 
f 5000 is na 41 jaar geworden 1,044! . f 5000 — f 24965,20 


1,0441 — 1 
en ZOOALS ONE 
1,04 —1 { / 
Na 41 jaar is er nog J 8,70 over. 
Ra 
432. ant tba dri NO Ro en in 


a). Deze vergelijkingen hebben een gelijken wortel ; gevraagd, 
welke betrekking moet er dan bestaan tusschen de coëfficienten ? 
b). Al de wortels in de 6 coëfficienten uit te drukken. 
(Ex. Wisk. Friesland, 1876). (K.I. 1886). J. v. d. Sandt. 


OUP TOS" S TEN AG 
Zij z de gemeenschappelijke wortel, zoo is: 
dE DEAN 5e pz dqgetr=0 É 
apz? + bpz +ep=0 dpzr Hagz tr =0 
ápz2 + bp tep=0 


we afgetr. 
(aq — bp)z= — ar + ep 
— ar + ep 


Omas 
aq — bp 


» » 1,04=8,2312987—10 
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Substitueert men dezen wortel in een der 2 gegeven vergelijkingen, 
zoo vindt men de betrekking, die er tusschen de coëfficienten moet 
bestaan. Zij is: 

ES 2 Re „ 
mk NN er ED 
aq — bp aq — bp 
Of na herleiding: (— ar + cp)? + (aq — bp) (— br + cq) = 0. 
Daar het product van de wortels der 1° verg. Ak is, zoo is de 
a 


— ar + cp of c(aq — bp) 
aq — bp al— ar + cp) 
r(ag—bp) 

p(—ar + cp) w. 


433. Bewijs dat (@? + 3) (@? +7) een 32-voudis, als @ oneven is. 
Luctor. 


2e wortel dier vergelijking bla 
a 


Evenzoo vindt men als 2eP wortel van de 2° verg. 


OPLOSSING. 
(@2H3) wt +7) Jet ler +8) 
= (edet al eet 1+8l 


(2 — 1) en (@ +1) zijn twee opeenvolgende evengetallen, want z , 
het getal, dat tusschen (@ — 1) en (@ +1) inligt, is oneven. Van 
twee opeenvolgende even getallen is 'teene een viervoud. Hun 
product is dus ook een viervoud. Han product plus 4 is dus ook 
deelbaar door 4, d. i. een viervoud. 


Derhalve |e —1) (2 F1) 4| == viervoud. 
Van twee opeenvolgende evengetallen is 'teene een tweevoud en 


het andere een viervoud. Hun product is dan een achtvoud. Hun 
product plus 8 is dus ook een achtvoud. 

Derhalve |@ — 1)(at1) +8} =— achtvoud. 

Verder is het product van een viervoud met een achtvoud een 
32-voud, derhalve (#2 + 3) (@? + 7) = 32-voud. Luctor. 

Ve Hee De Bn O0 PS Le OnmsieN G. 
Stel z=2n 1, omdat z oneven is. Dan is 
(22 43) (2 4 7) = (An? + An + 4) (An? + An +8) 
—= 16 (n? + n d1) (n?2 + n + 2) 

waarin (n? dn 1) en (n?+4n +2) twee opeenvolgende getallen 
zijn, zoodat hun product een tweevoud is, waaruit volgt dat 
(243) (22 + 7) een 32-voud is. Luctor. 
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DERDE OEE DOS OR TEN AE 

Om te bewijzen, dat (2? +3) (2? +7) een 32-voud is (als z on- 
even is) kunnen we (#2 + 3) (#2 +7) =af +102? + 21 =32p stellen. 
of os + 1042 + (21 — 32p) = 0 

ot 5/5 F8) 

(De negatieve wortel tot een complexen vorm leidende, laten 
we buiten rekening.) 
dus _ ot=—5t/4r3p =—5HU/1+Sp. 

Door nu aan p eene zoodanige waarde te geven, dat Ts 1F8p 
bestaanbaar (reëel) wordt, kan men een waarde van © vinden, 
die aan de vergelijking voldoet. Hetzij p even of oneven is, 8pis 
even, f + 8p dus oneven, V1 + 8p ook oneven, + / 1 + Sp 
weer even, doch —5 + 2/1 +8p steeds oneven. Daar dus z? 
steeds oneven moet zijn, zal dus « oneven genomen moeten worden. 

Hiermede is het bewijs geleverd. J. Pull. 
434. Een gelijkbeenige / met een tophoek van 30° is door een 

cirkelboog, uit het toppunt als middelpunt beschreven, in 2 
gelijke deelen verdeeld. Bereken de lengte van dien boog, 
als de opstaande zijde des driehoeks a M. lang is. 
(Verg. ex. Maastricht, 1888.) W.A. W. Moll. 
OPE WR et NE Ge 
Zij AABC gelijkbeenig, /C == 30° en DE de cirkelboog, dan is 


AC = BC =a en sector CDE = Ee AA BOS 


Trek BF LAC, dan is in den rechth. ABCF /C=30°, dus 


Brdo das zoodat IAABCie= SAGER 
3 5 5 y 


sector == en Omdat #0 == 30°" ook Lssectar== ze 1 cirkel 











4 8 a Be 
nr2 == a? waaruit CD == 


en omtrekcirk. = 2 — a/ Gr, dus lengteboog DE= a/ 6 M, 
Voor =3,1415926535 is |/ Gr — 4,3416 en DE—0,3618. „aM. 
W, A. W. Moll. 


435. Los de vergelijking #4 + 124% + 204? — 964 — 297 = 0 op 
a) door haar tot eene vierkantsvergelijking terug te brengen, 


es d "2, dus 
12 


b) door het aannemen eener nieuwe onbekende. 
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Oe MERS" SPENT GE 

a). Men zoeke bij de eerste 2 termen een derden term, zóó dat 
zij met hun drieën een kwadraat vormen. “(Zie P. J. Bos, Leerb. 
der Alg. II, $ 195). 

Die 3° term is 3642 Voor de verg. kan men nu schrijven 

otd 12t H 362? — 162? — Mx — 297 — 0 
of (@2 + 60)? — 16 (o? + 62) — 297 =0 
waardoor ze tot eene vierkantsvergelijking is teruggebracht, waaruit 
nrd 6r=8EV(64H 297) =8419=27 òf — 11 


dus Er OD en git 6n =d 
a=3 òf —9 TEE W‚ 


b). Neemt men in de vergelijking #@ =y — 3 als nieuwe onbe- 
kende aan, dan wordt zij 
(y — 34 + 1Ay — 33 + 20(y — 3)? — 96'y — 3) — 297 = 0 
welke na ontwikkeling een vierdemachtsvergelijking van den tweede- 
machtsvorm wordt, nl. yf —34y? —72 =0, 
waaruit y2=36 en — 2 dus y= 6 en EV —2 
en wv—=y3=3, —9, —3WV—2 en —3—V—2. 
436. Een getal a in twee deelen te verdeelen, zoodat de som 
van de vierkanten der deelen tot derzelver product in reden 
staat als p : q. 
(Hoofdacte ex. Breda, 1883). _ H. A. Groenestein. 
OPLOSSING. 


Stel de deelen voor door ae en zeke, dan is 
(ae) + (Gate) | : (Gee) (ate) =p: q 


Ee ard 2%) - a?—e?) : 


(Ja? + 822) : (a? — 4x?) 0 
2a2g + 8qz? = ap — Apr? 
4(p + 2x? = ap — 24) 


pe 0D mette EL 
Apr 2q) 2 p + 2q 
Het eene deel — dad a nn ) 
2 2 Pig 2 p+-2g 


f | — 2 
» eel emneen Pp q 
» andere » BE pF Pamalon, J. Posthumus. 
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437. Bepaal de waarde van «© uit @'°92-— 0,365 X 1,243? 
(Hoofdacte ex. Breda, 1883). H. A. Groenestein. 
OPjENDAS TS HIENEG: 
gr Us 0,305 4 





Lindo /gas Ovaa nen 
log 1,243? 
15948 Ra ee 
0,365 


log « . log = (log #)* = 2log 1,243 — log 0,365 
—= 2 X0,0944711 — (9,5622929 — 10) 
— 0,6266493 
9 log (log #) = log 0,6266493 — 9, 7970245 — 10 
log (log x) = 9,8985122 — 10 
log # —= 0,7916116 
AOS 
M. Simons; M. v. O. Jr.; Pamalon; C. Kruyt. 

438. Een regelmatig achtvlak (octaeder) wordt afgeknot aan de 
hoekpunten door vlakken, welke de zijden middendoor deelen. 
Beschrijf het overblijvende lichaam. Welk deel is het van 
’t achtvlak ? 

(Hoofdacte ex. Batavia, 13—17 Aug. 1888). 
OsPabr ORS ESR INGE 
De vlakken deelen de zijden middendoor, zoodat elk afgesneden 
stuk een regelmatige vierzijdige pyramide is, waarvan de ribbe 


en Zr als a de ribbe van het octaeder is. De inhoud van elk 


1 a 
dezer reg. vierz. pyramiden is dus — - van dien der twee pyramiden, 
8 





van het achtvlak. 


8 a 2. 
Le 


Het overblijvende lichaam wordt begrensd door 6 vierkanten, welke 
twee aan twee evenwijdig zijn en 8 gelijkzijdige AA, welke ook 
twee aan twee evenwijdig zijn. De zijden der zijvlakken zijn alle 


waarin men het achtvlak kan verdeelen, d. i. 





Het overblijvende lichaam is dus zE achtvlak = 


En B zoodat het oppervlak van het overblijvende lichaam 


ad 





—=6. (oe) ein s( 8 e/s) (3 + W3)a?. 
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In elk der 12 hoekpunten van. het overblijvende lichaam komen 
& zijvlakken samen, nl.: 2 vierkanten en 2 gelijkzijdige AA. Verder 


heeft het 24 ribben = Dn a, die elk de gemeenschappelijke zijde 
van een vierkant en een gelijkzijdigen A zijn, 12 vlakke en 
36 lichaams-diagonalen, een omgeschreven bol met een straal 
R, = ar a en een ingeschreven bol met een straal #, = 2 
M. Simons. 
439. Van 5 getallen vormen de eerste 3 eene rek. reeks, de mid- 


delste 3 eene meetk. en de laatste 3 eene harm. reeks; de 
som van de termen der rek. reeks is 75 en die van de ter- 


men der meetk. is 120 meer dan van het vierkant van 





de reden der rek. reeks. Welke zijn die getallen ? 
(Verg. ex. Zutfen, Maart 1888). 


ONBEDEORIES TIENS G. 

De eerste 3 getallen vormen eene rek. reeks, waarvan we de 
termen door a—v, a, a +v voorstellen. De som dier reeks 
== Ja = 75, zoodat het tweede getal 25 is. 

De middelste 3 getallen vormen eene meetk. reeks, die dus door 
(a + v)? 

a 


a, a+ v en wordt voorgesteld en waarvan de som 


Bte arl 0) Enon 550) 2400 FE 
a 25 25 


waaruit v=—= 15 gevonden wordt. 
De laatste 3 getallen vormen eene harm. reeks, zoodat het vijfde 
BORE 4 608 
av 
De 5 getallen zijn dus 10, 25, 40, 64 en 160. 
M. v. O. Jr., Pamalon, M. Simons. 


getal = 


440. De Maatschappij van gemeente-crediet levert aan de gemeenten 
_ kapitalen, waarvoor deze 68 jaar lang 5%, interest moet 
betalen om zoodoende tevens het kapitaal te delgen. Indien 


nu de Maatschappij hare gelden tegen bh kan krijgen 





en hare administratie-kosten 0, ’s jaars van die opgeno- 


men gelden bedragen, hoeveel zal dan na die 68 jaar hare 
winst ten honderd bedragen ? 
(Eindex. H. B. S. 1871). L. Navis, Hz, 
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OPP" TG OPS IST NHG 


De Maatschappij ontvangt 5°/, en betaalt uit aan rente 4 5 


en aan administratiekosten 





E 3 5 
md Of, d. i. samen dn Of, zoodat zij 


jk wint. Gedurende 68 jaar bedraagt dit per f 100 


1,0568-—1 
1,05 —1 
log 1,056%—= 68 log 1,05 —= 68 X 0,0211893 —=1,4408724 
1,058 —= 27,59767 en 8(1,0568 — 4) — 212,78. 
De winst bedraagt dus f 212,78 — f 100 = f 112,78. 


0,41,0597 +4,0506H.., 1,05) =0,4( )=8(4,0568—4) 


Ingekomen vraagstukken, 
WAARVAN DE OPLOSSINGEN GEVRAAGD WORDEN. 


XCV. Als een zeeman op den 30sttr October, terwijl de zon 14° 
zuiderdeclinatie heeft, de middaghoogte der zon in ’t zui- 
den 46° bevindt te zijn en zijn horloge, dat naar den 
waren tijd van Amsterdam geregeld is, juist op half elf 
staat, waar bevindt hij zich dan op aard? 
(Verg. ex. Winschoten, 15 Dec. 1888.) N. N. 

OPL Ors vSrleNs Gs 

Zij cirkel O een doorsnede van het hemel- 
gewelf, HH’ het horizontaal vlak van den 
waarnemer, PP/ de hemelas, AA/ het aequa- 
torvlak en BB’ een parallelvlak met eene 
zuidelijke declinatie van 44°. 

Daar de zon in het zuiden culmineert, 
bevindt de waarnemer zich op het noordelijk 
halfrond ; hiermede is, in de figuur rekening 





gehouden. 

Men heeft nu : /P/OH/’ = x° = poolshoogte of geographische breedte 
zijnde, /A/OH = 90° — x° = /B'OA/ + ZHOB/ = declinatie + mid- 
daghoogte — 14° + 46° = 60°, bijgevolg x= 30°. 

De plaats van waarneming ligt dus op een nooder-breedte van 30e, 


en daar het ie uur later is dan te Amsterdam, is de ooster- 


1 een 
lengte 1 De X15° =22°,5, indien men den eersten meridaan over 
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Amsterdam kiest. (24 uur verschilin tijd = 560° verschil in lengte, 
dus 1 uur verschil in tijd = 15° verschil in lengte.) 
De zeeman bevindt zich dus op 30° noorder-breedte en 22°,5 
ooster-lengte van Amsterdam, d. i. èn de Lybische woestijn! 
Opmerking. De datnm 30 October doet niets ter zake. Jeanne. 


XCVI. Een veehandelaar verkoopt paarden en koeien en wint ge- 
middeld 40 pCt. Voor een paard ontvangt hij gemiddeld 
334,50 gld. en voor eene koe 197,50 gld. Als hij op de 
koeien 212 gld. meer wint dan op de paarden, deze hem 
gemiddeld 320 gld. en gene 175 gld. per stuk gekost 
hebben, hoeveel paarden en hoeveel koeien verkocht hij dan ? 
(Benthem & Nijenhuis , Rekenk. Vrgst. 3° Verz. 1° st, n°. 89). 
(Zos noodig de opgave te veranderen om tot antwoord te 
krijgen: 4 paarden en 12 koeien, door de schrijvers aan- 
gegeven). NN: 


ORDSPROESCSTEN G 


Inkoop = 4 X f 320 +12 Xf175=f1280 + f 2100 = f 3380 en 
verkoop = 4 X,f 334,50 +12 Xf197.50 =f1338+f 2370 =f 3708 
dus de winst f 3708 — f 3380 =/ 328 als er 4 paarden en 12 
koeien zijn. 

Was de winst / 338, dan was ze 100/,, zooals in het vraag- 
stuk opgegeven is. 

Nt 00. gd en 

3380 169 

De winst op de koeien bedraagt (# 2370 — f 2100) — (f 1338 
— f 1280) = f 212 meer dan op de paarden, zooals ook in het 
vraagstuk is opgegeven. 
14900 
196 
men tot antwoord 4 paarden en 12 koeien bekomen. 


De inkoop van een paard is f 320, van eene koe f/ 175. De 


gemiddelde winst is need 





Neemt men dus 9 





|, winst in plaats van 100/,, dan kan 


Had hij dus een paard voor 





EO 109 
B Sa ef OD 1 en eene koe voor Le 
100 - 169 100 


166 
Beta {191 
/ { 169 





verkocht, dan zou hij evenveel ontvangen 
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als thans, nu hij een paard voor f 334,50 en eene koe voor f 197,50 


verkoopt. 
Had hij dus voor een paard f 351 En f 334,50 — f 16AS 
169 338 


166 175 
meer en voor eene koe f 497,50 — f 491 =f 5 Mie 
{ det assen 
der ontvangen, dan zou zijne winst dezelfde gebleven zijn. Het 
175 


338 
of als 1 en 3. Op 3 koeien wint hij 3 X (197,50 — f 175) 


aantal paarden en het aantal koeien verhoudt zich dus als 5 —= 





en 16 A87 
338 
—= / 67.5 en op een paard f 334,50 — f320 = f 14,5. Daar het 
verschil tusschen f67,5 en /14,5 = f 53 is en f/ 53 4 maal in 
J 212 is begrepen, had hij 
4 X1 paard = 4 paarden en 4X3 koeien = 12 koeien. 
Van der Wal en Verborgh. 


XCVIL. Neemt men voor Wa(a +2) de rekenkundig middeleven- 
redige tusschen a en a+ 2, dan is de fout kleiner dan 


ee a. Bewijs dat. Pamalon. 
(W. H. Wisselink, 4° verz. Rek. Vrgst., $ 14, n°. 1). 
OS PRLrONSEST NO 


De rekenkundig middelevenredige tusschen a en a + 2 is a+ 1. 


» meetkundig D > DD DD» Walar2. 
Men heeft nu ed —1{a 
4 ì 
aad A a? 
4 
Ja == Ja 


(Get) (atd 2a 
KCH 
afl Vat kt 


(a 4) — ala +2) en 
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Opmerking. We vonden ne —at1 (a? 
dus atd a—1)0 
4 4 
ard a d0 
3 3 ) 


(ai) e+) yo 


dus a SDO of a+20 
9 
derhalve a) En of ar—2. 
2 ; ae al 1 
Aer da Bene he added 
OE n is (at-1) — }“a(a + 2) n ne 
nn 1 
Is a=— 2, dan is (a +1) — Va(a + 2) et nd rdt 


Van der Wal en Verborgh. 


NAGEKOMEN OPLOSSING. 
353. Welke vier op elkaar volgende getallen zijn respectievelijk 
deelbaar door 7, 9, 11 en 13? 
(Verg. ex. Tholen, 1888). (Zie blz. 10—12). 
OREERT ar EEL Oron teNL 0. 
7, 9, 11 en 13 klimmen met 2 op. Stond er: zoek de ge- 


tallen, die met 2 opklimmen, dan had men het K. G, V. moeten 
zoeken en er respectievelijk 7, 9, 11 en 13 bijtellen. Er staat 
echter: de opvolgende getallen. Welnu, neem dan de helft van 


het K. G. V. en tel er telkens de helft van den deeler bij. Immers 


en Rand +3, hierbij En geeft een 7-voud. Even- 


eens En KG on hi hierbij 4 maakt een 9-voud. 


De 4 gevraagde getallen zijn dus: 
Le En en 4504 respectievelijk vermeerderd 


Dt En eee Ee Br 6 d.i.: 4508, 4509, 4510 en 4511. 


2 
Dv aer 221 VS HO UAE 


Regel. Wanneer de deelers eene rekenkundige reeks vormen, 
heeft men den volgenden regel om de gevraagde getallen te vinden. 
Zoek het K. G., V. der deelers, tel daarbij ieder der deelers op 
en deel de komende sommen door het verschil der reeks. Mocht 
het zijn, dat de sommen niet door het verschil deelbaar zijn, dan 
neme men een veelvoud van het K, G. V. er 
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BE WIJS, 
Noemen wij de reeks #— 2y, we —y, wv, # ty, e+ 2y...(1) 
en het K. G. V. = v, dan zijn de termen der reeks 


node —2y, nv ay, Note, nvt ae ty, node 2y.……. (2) 
respectievelijk door de termen der reeks (1) deelbaar. 
Daar de reeks (2) met een verschil == y opklimt, zullen 
nvdr B nvt r en nvtx é NTL EA nvdr 4+2..(3) 
y y y y y 
op elkander volgende getallen zijn. Wij hebben nu nog te onder- 
zoeken, of de termen der reeks (3) respectievelijk door die van (1) 
deelbaar zijn, of dat 





nv-a KE nvdr nen nvdr 
y ' y y 
© — 2y Ly % EK: 
noir EN nvt +9 
DA ORE eve 
© y wy 


nvda— Wy Nnvtrey—y Note Nnvtarty nviat2y (4) 
ya) ay zy  ylaty) yet) 
geheele getallen.zijn. Hieruit volgt al dadelijk dat # — 2y, #— y, 
en hadden wij in (1) meer termen genomen # —3y, ©— áy enz. 
niet —=0 kunnen zijn, omdat daardoor sommige termen van (4) 
oneindig groot zouden worden. Wij vinden derhalve dat @ niet 
=y of —=?2y enz. mag zijn of dat @ en y onderling ondeelbaar 

moeten zijn. Voor reeksen als 

2, 4 6,08 enz 

br O8 0, enz. 
zijn dus geen op elkander volgende getallen te vinden, die aan de 
gestelde voorwaarde voldoen. (Dit is ook natuurlijk, omdat 2, 4, 
6 enz. alleen op evene, 3, 6,9 enz. alleen op 3-vouden deelbaar zijn). 

Omdat nu x en y en dus ook z — 2y, w# — y enz. onderling 

ondeelbaar zijn,-zal nv +-& —2y, die den factor # — 2y bevat, 
deelbaar zijn door y(& — 2y) zoodra wij n zoodanig genomen heb- 
ben, dat nv + rz — 2y deelbaar is door y. Is dit het geval, dan 
zal nvt r—y= (nv te —2y) +y ook deelbaar zijn door y en 
tevens door #—y. De termen der reeks (4) zijn dan alle ge- 
heele getallen. ZNA, HSL 





GOEDE OPLOSSINGEN 
der Opgaven 421 —440, XCIV—XCVII, zijn ingezonden door: 


Arno, 429, 433, 434, 436, 438. 

P. J. Blijdorp, 421—428, 430, 431, 433—438. 

F. B., 421—429, 432—437, 439. 

R. D., 431. 

E. J. L. Hueting, 421—424, 428, 430, 431, 433—439. 
Jeanne, XCV. | | 
J. Kooy, 421—425, 427—429, 431—434, 437—439. 
C. Kruyt, 424, 426, 428— 431, 433—437, XCIV a, b. 
Luctor, 430. 

W. A. W. Moll, 424—428, 430, 432, 433, 435, 436, 439. 
L. Navis, 429, 431, 433, 437, 439. 

M. v. O., 421—439. 

Pamalon, 424, 428, 430, 433, 434, 436 —439. 

J. Posthumus. 426, 428— 430, 436, XCIV a, b. Ik 
J. Pull, 424, 425, 427 —435, 438— 440. 

_ A. van Rooijen, 428, 429, 433, 437. 

J. v. d. Sandt, 432. 

E. Schouten, 425, 428, 429, 431, 433, 434. 

H. Siersma, XCIV a, b, c. 

M. Simons, 421 —425, 427— 439, XCIV a, b. 

W. A. S(luiter), 425, 430, 434, 435, 439. 

C. Smit, 422, 429, 433, 456—438. 

S. D. van der Spek, 429, 434. 

A. G. Vermeulen , 429—431, 433, 434, 436 —439. 

V. d. Wal & Verborgh, 421—439, XCVI, XCVIL. 

W., 425, 427, 428, 432, 435, 

Zero, 425, 426, 


ANTWOORD OP EEN INGEZONDEN VRAAG. 
Men vraagt het éheorema van Wi1LsoN en het bewijs. Süd. 
Theorema van Wirson. Als p een ondeelbaar getal is, is het 
gedurig product der getallen van 1 tot (p —1) vermeerderd met 
de eenheid een veelvoud van p, d.i. 1.2.3.4...(p—1) +1 = p-voud, 
Bewijs. Als p ondeelbaar is en niet deelbaar op a en als a 


bovendien een quadraatrest van p is, dan is 
pi 





1.2.3.4....(p—1) Ha deelbaar door p. 
Omdat 1 een kwadraatrest is van elk getal, substitueeren we 
in het voorgaande a =1. 
Men heeft dan 1.2...(p—1)+1 deelbaar door p. 
Verder wordt U het werkje van J. VersLuys, Deelbaarheid en 
Repeteerende breuken, ten zeerste aanbevolen. 
De Vriend der Wiskunde, IV. 15 


De zijde van den regelmatigen ingeschreven 
zevenhoek. 


(Antwoord op een ingezonden (onjuist) vraagstuk, waarvan de 
oplossing gevraagd wordt.) 


„Bewijs, dat de zijde van den ingeschreven regelmatigen zeven- 
hoek gelijk is aan de halve zijde van den ingeschreven regel- 
matigen A.” A. G, Vermeulen. 


De regelmatige driehoek, vierhoek en vijfhoek, benevens die veel- 
hoeken, welke uit deze kunnen worden afgeleid, en die, wier aantal 
zijden door de formule van Gauss wordt uitgedrukt, zijn de eenige 
regelmatige veelhoeken, welke met wiskundige juistheid met passer 
en liniaal kunnen geconstrueerd worden. 

Men heeft dus de volgende reeksen van regelmatige veelhoeken 

Sn DN ee 
dn SVOD A Wie zen 
DA A00 AOT ENT 
torn 30, 100 10 Cee: 

9" +1 hoeken, mits 2 +1 ondeelbaar. (Formule van GAUSS). 

Gauss heeft in 1801 aangetoond, dat de regelmatige veelhoeken 
van 2" +1 zijden, als 2" +1 een ondeelbaar getal voorstelt, 
geconstrueerd kunnen worden. 

2" 4-1 is nooit — 7, zoodat een regelmatige elise niet met 
wiskundige juistheid te construeeren is. Hieruit volgt, dat de zijde 


van den regelmatigen ingeschreven zevenhoek miet gelijk is aan 


de halve zijde van den regelmatigen ingeschreven À. 
Door berekening kan men zulks ook aantoonen. 
Berekening der zijde van den reg. ing. 7-hoek. 
Middelpuntshoek van den reg. ing. 7-hoek — 51°25/42” Ee 
Van den middelpunts À kent men den tophoek en de beide bee- 
nen, zoodat men met behulp van driehoeksmeting, voor R=1, vindt, 
dat de zijde v. d. reg. ing. 7-hoek — 0,8677678 


terwijl de halve zijde v. d. reg. ing. À = En W3—=0,8660254 


zoodat zijde reg. ing. 7-hoek niet gelijk halve zijde ing. reg. Á. 
Berekening van den middelpuntshoek van den reg. ing. T-hoek. 


In de onderstelling, dat die zijde —= Ee V3 is, vindt men met 


ame in din inn tk 
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behulp van driehoeksmeting, dat de middelpuntshoek — 51°1 94 
‚ waaruit blijkt, dat de zijde niet gelijk de halve zijde van den 
reg. / zijn kan. 

Construciie bij benadering. Om een willekeurigen regelmatigen 
veelhoek te construeeren, bestaan er eenige benaderings-constructies. 
Daartoe behoort dan ook de opgaaf, dat de zijde van den reg. 
ing. T-hoek de helft is van de zijde van den reg. ing. Â. 

Die benaderings-constructies hopen we eens afzonderlijk te behandelen. 


Is 





ANTWOORDEN OP INGEZONDEN VRAGEN. 


M. v. O. Jr.! In het werkje: » Merkwaardige Punten en Lij- 
nen van den Vlakken A, door A. J. vAN BREEN. (Amsterdam. 
1885, W. Versluys, / 0,60)’ vindt U de gevraagde en andere 
eigenschappen met elkaar in verband beschouwd en bewezen. (Zie 
aldaar ook voor n°. 685 en 686 uit KNarPEr, Meetk.) 


W. A. W. Moll! Eigenschappen en bewijzen over den hoogte- 
of voetpunten Z vindt U eveneens in het bovengenoemde werkje. 


Als men in een cirkel een regelmatigen 5-hoek beschrijven wil, 
kan men dit doen door op de middellijn AB een gelijkzijdigen AABC 
te beschrijven, de middellijn in 5 gelijke deelen te verdeelen en 
uit den top van den A eene snijlijn CE door het tweede deelpunt 
D te trekken, dan zal de koorde AE de zijde van den reg. 5-hoek zijn. 

a). Is deze constructie algemeen ? 

b). Hoe bewijst men haar? Süd. 


Deze constructie is eene benaderings-constructie. 

Zij luidt algemeen aldus: 

Om in een cirkel een regelmatigen n-hoek te beschrijven, 
verdeelt men de middellijn AB in n gelijke deelen; men be- 
schrijft daarna op de middellijn een gelijkzijdigen AABGC en 
trekt dan wit den top C door het tweede deelpunt D, van A 
af gerekend, eene snijlijn AE. De koorde AE is dan de zijde 
van den gevraagden regelmatigen n-hoek. 

Door berekening kan men „aantoonen hoeveel deze koorde ver- 
schilt van de zijde van den regelmatigen n-hoek. (Zie blz. 202.) 


OPGAVEN, 


waarvan de oplossingen vóór den 1*en Dec. 1889 franco bij den 
Redacteur A. J. vAN BREEN te Arnhem worden ingewacht. 


461. 


462. 


463. 


464. 


465. 


Bewijs, dat het oppervlak O van den AABC, uitgedrukt in 
functie zijner medianen mm, mj, , m,, gegeven is door de formules 


0 SVN DUH) 


waarin 2M de som mm, + 1m, + m, voorstelt, 


2 4 4 4 
en 05 A(n mdm bmm) (mn Fm Hm) 
{a b c c a b c 


In AABC noemen wij de medianen m,, m,, m,. Bewijs nu 


4 4 4 
dat m + mdm = (af + bi + ct). 
a b e 





Zero. 


Zij gegeven een cirkel O, een punt P binnen dezen cirkel, 
eene middellijn APB en eene raaklijn door A aan den cirkel. 

1) Om P laat men eene snijlijn’ (transversaal) draaien , 
die den cirkel in de punten Q en Q/ ontmoet; in deze pun- 


ten richt men op QQ/ loodlijnen op, die de raaklijn door A 
in de punten M,‚ M/ ontmoeten, en projecteert nu het punt 


M op PM’, of het punt M/ op PM. Men vraagt de meet- 
kundige plaats, door deze projecties beschreven, te bepalen. 
2) Trek AQ en AQ/ en projecteer M’ op AQ’, of M op 
AQ. Bewijs, dat de meetkundige plaats dezer projecties een 
raakcirkel is aan cirkel O in het punt A en gaande door P/, 
symmetrisch van P gelegen met betrekking tot het middel- 
punt O0. 
Een standvastige /BAC draait om zijn vaste hoekpunt A; 
bepaal de ligging van den hoek, waarin hij van een gegeven 
cirkel in zijn vlak een boog afsnijdt, waarvan de koorde een 
gegeven lengte heeft. 
Twee cirkels O en O/ raken elkaar inwendig in het punt M; 
door M trekt men eene snijlijn (transversaal), welke om M 
draait, cirkel O in A en cirkel O/ in B ontmoet. De loodlijn 
in B op AB opgericht en de raaklijn in A aan O snijden 
elkaar in een punt C; als men uit het punt C eene loodlijn 
op de lijn der middelpunten neerlaat, verkrijgt men eene 
rechte, die AB in 1 ontmoet. Bewijs, dat de meetkundige 
plaats van het punt I een cirkel is. 


466. 


467. 


468, 


469. 


4710. 


471. 
_ ren uit het volgende stel vergelijkingen 


412. 


4713. 


474. 
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In den omtrek eens cirkels een punt te vinden, waarvan de 
som der afstanden tot twee gegeven rechte lijnen een minimum is. 
(Dr. J. Petersen, Meth. en theor., n®. 50.) J.v.d, Sandt. 
(J. Versluijs, Meth. Opl. Meetk. Vrgst., 2e druk, bl. 49 n°. 16.) 
Een A te beschrijven, als gegeven zijn twee der hoogtelijnen 


en een der zwaartelijnen (medianen). (Twee gevallen.) 
(C. Knapper, Kz. Lrb. d. Meetk. T. n°. 663.) M, v. 0. 


De rest der deeling van een geheelen veelterm ten aanzien 
van « door een tweeterm van den vorm @— a wordt ver- 
kregen, door in dezen veelterm « door a te vervangen. Bewijs dit. 


Als een veelterm X, geheel ten aanzien van x, nul wordt, 
wanneer men er successievelijk door a en b vervangt 
(a en b verschillende grootheden zijnde), is deze veelterm 
deelbaar door het product (« — a) (@ — b). 

Als een even getal de som is van twee vierkanten, is zijne 
helft ook de som van twee vierkanten. Bewijs dit. 


De onbekenden op te lossen en vervolgens a, ben c eliminee- 


ETAT EN et. 


TEE EN 
a — br = Cr = p” 
(J. Versluys, Alg. Vrgst. Gevorderden, Il, Gem. Vrgst. 14). 
(— ——, Gemengde Alg. Vrgst. (1886), IV afd, n°. 30). 


Op te lossen: 224 (y—z)?= 25, 
yed(e—z=13, 224 (we —Y) = 37. 
fRanhe Boes Erbe de Alg. nT bl. 402sen?. 168). W. 


Van welke 5 getallen, die met hetzelfde verschil opklimmen, 
is de som 5 en het product 945? 

(P. J. Bos, Lrb. d. Alg. III, bl. 405, n°. 25). W. 
Welke geheele positieve waarden kan men aan x geven, 
opdat Ed 5 RO en rek en Be tegelijk ge- 

5 6 ú 

heele getallen worden ? MEN 0e 
(W.H, Wisselink, Vrgst, t. Oef. i, d. Alg. III, Afd. IV, no, 110). 


475. 


418. 


419, 


480, 
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De som der derde machten der getallen 1, 2, 3,.... is 
gelijk aan het vierkant der som dier getallen, 

Bewijs dat, zonder behulp der theorie der rekenkundige 
reeksen van hoogere orde. J. Kooy. 


Bereken # en y uit de volgende vergelijkingen : 
xVyty=40 wubi 1313: 
(index, H.'B. Scholen, 1889). 


Twee lichamen A en B gaan elkander tegemoet uit twee plaat- 
sen P en Q, die 6000 meter van elkander verwijderd zijn. 
A vertrekt uit P 12 minuten later dan B uit Q, en de ont- 
moeting heeft plaats op de helft van den weg. A legt in 2 
minuten 15 meter meer af dan B. Wordt CARE naar de 
snelheid per minuut van A en B. 

(Eindex. H. B. Scholen, 1889). 


Bereken met behulp van logarithmen: 


— 1,8679 8,628 
1 (0,05793 =-0:89425 *). 
(Toel.ex. Kon. Mil. Acad., 1889). 


Herleid tot de eenvoudigste gedaante: 
1 


5 Reed 24 ke ee 
v[2 2.35. 7 f(a) vj 28a b(b—a) |. 
(Toel.ex. Kon. Mil. Acad., 1889). 


Twee plaatsen A en B zijn door een weg verbonden. Des 
ochtends ten 3 uur rijdt een wielrijder uit A naar B, ten 7 
uur een ander uit B naar A. De laatste rijdt met eene snel- 
heid van 15 K.M. per uur. Ten 9 uur passeeren beide per- 
sonen elkaar. 

Wanneer nu.de eerste 1 uur vroeger te B aankomt, dan 
de tweede m A, vraagt men naar de snelheid vanden eërste 
en naar den afstand der plaatsen. 

(Toel.ex. Kon. Mil. Acad., 1889). 
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INGEZONDEN NATUURKUNDIGE VRAAGSTUKKEN , 
waarvan de oplossingen gevraagd worden. 


(Oplossingen voor 1 Oct. 1889 inzenden). 


Op het oogenblik, dat men een steekhevel met den vinger 
afsluit, is daarin eene waterkolom en daarboven lucht van 
760 m.M. spanning. Hoe hoog is, nadat de hevel uit de 
vloeistof genomen is, de daarin aanwezige vloeistofkolom als 
de luchtdrukking daarin nu 710 m.M. bedraagt? 

(W. H. Wisselink, Nat. Vrgst. II, n°. 36). 

Hoe komt het, dat als een fluitende locomotief ons voorbij 
snelt, de toon hooger is als de locomotief naar ons toekomt, 
dan wanneer hij zich van ons verwijdert ? 

(W. H. Wisselink, Natk. Vrgst. II, n?. 265). 

Een cilindervormig glas van 1 d.M. wijd en 1 d.M. diep is 


voor B met water gevuld. In het water wordt een bol, 


waarvan ’t spec. gew. 0,8 is, gelegd, waardoor ’t water tot 
den rand van ’t glas stijgt. Hoe groot is de inhoud van den bol? 
(W.H. Wisselink, Natk. Vrgst. Il, n°. 270). (Verg. ex. ’s-Hage). 
Wat wijzen de thermometers van Celsius en Réaumur, indien 
die van Fahrenheit 44° wijst? 
(J. Versluys, Rek. Vrgst. Gev. $30, n°. 4). (Heille 1875). 
De hefboom van een veiligheidsklep van een stoomketel is 32 
c.M. lang en weegt 3 K.G. Zijn zwaartepunt is 12 c.M. van 
het steunpunt en het punt, waar hij op de klep drukt is 4 c.M. 
van het steunpunt verwijderd (steunpunt op ‘t einde). Zoo de 
belasting 45 K.G. is, hoe groote druk wordt op de klep 
uitgeoefend ? 
(J. Versluys, Rek. Vrgst. Gev., S 30, ne 5). 
(Hoorn op Terschelling 1875). 
Ben balkje, lang 1,4 M., breed 5 d.M. en hoog 3 d‚M., 
heeft een soortelijk gewicht van 0,9 en drijft in een vloeistof, 
waarvan het soortelijk gewicht 1,05 bedraagt. Die vloeistof 
bevindt zich in een bak van 1,8 M. lengte en 0,8 M. breedte, 
Hoeveel daalt de vloeistof, als de balk er uitgenomen wordt? 
(Lith. Math. ex., Juni 1889). 


Ingekomen vraagstukken, 


WAARVAN DE OPLOSSINGEN GEVRAAGD WORDEN. 


XGCVIII. A en B vormen eenefirma, A legt f 30000 en B / 10000 


XCIX. 


CI. 


CIT. 


CIT. 


in. Van de winst zal vooraf 4°/, rente van ’t kapitaaj 
uitgekeerd worden, terwijl de overige winst (of het verlies) 
gelijkelijk verdeeld (of gedragen) wordt. Als op ’t eind van 
t jaar f 6000 gewonnen is, hoeveel komt A daarvan toe? 
b. Als er f 1600 verdiend was, hoeveel kreeg A dan? 
c. Als er f 100 gewonnen was, wat kreeg A dan? d. Als 
er niets verdiend is, hoe moet dan de vereffening plaats 
hebben? e. Als er f 1600 verloren was, hoe moet dat 
verlies dan gedragen worden | Pamalon. 
(W.H. Wisselink, 4° verz. Rek. Vrgst., $ 12, n°. 9). 

In een gegeven cirkel een rechthoekigen Á te beschrijven, 
waarvan ieder der rechthoekszijden dooreen gegeven punt gaat. 
(J. Versluys, Meth. Opl. Meetk. Vrgst., $ 63, bl. 49, n°. 17). 
(Dr. J. Petersen, Methoden en Theoriën, n°. 35). M. Simons. 
Vier werklieden A, B, C en D nemen samen een werk 
aan. Als A door B, C en D 4 dagen wordt geholpan, 
kan hij de rest in 81 dagen doen; wordt B door A, CG 
en D 3 dagen geholpen, dan doet hij het overige in 46 
dagen; wordt C door de drie anderen 5 dagen geholpen, 
dan maakt hij de rest in 44 dagen af; werken eindelijk 
A, B en C 9 dagen aan het werk, dan doet D de rest 
in 21 dagen. Hoeveel dagen heeft elk hunner afzonderlijk 
noodig om het werk te verrichten? 

(Benthem en Nijenhuis, 3° verz., 1° st, n°. 123). Arno. 
Ä en B koopen samen 1500 K.G. tabak. A ontvangt 
voor een RD. 1 K.G. meer dan B, doch moet in ’t geheel 
f 15 meer betalen dan B. Als A 300 K.G, meer koopt 
dan B, hoeveel wordt dan door de beide personen per 
K.G. betaald? Rekenk. opl. Jd AraDeets 
(J. V. Disselkoen, Verz. Rek. Voorst, 3° st. (2° dr.) n®. 316.) 
Als „ een geheel getal voorstelt grooter dan 2, dan is 
Vn) An +1). Bewijs dat. Süd. 
Een driezijdig prisma door een vlak zoo te snijden, dat de _ 
doorsnede wv een gegeven / zij. 

(Rouché et De Comberousse, Traité de Géom. II, Livre VI, 
(2° éd.) n°. 680; Idem 5° éd. (1883) n°. 655.) J. v. T, 


Een bewijs van het theorema van Pythagoras. 


Naar aanleiding der figuur bij het bewijs XVIII van het theorema 
van PYTHAGORAS in De Vriend der Wiskunde ll, (1887) bl. 89, 
Fig. 1. Fig. 2. 





waar AHIK (zie fig. 1) aan de buitenzijde HI van het vierkant 
ABHI is toegevoegd, teekende ik AlIK aan de binnenzijde var 
het vierkant ABHI (zie fig. 2) en vond toen het volgende: 

Laat men AHIK 2 AABC weg en behoudt men AABC zelf, 
dan moet veelhoek ACBHKI —= AC? + BC? zijn. 

Trekt men nu de hulplijn CK’, dan loopt deze // met Al en BH 
en is daaraan gelijk, want KI = en //AC en HK — en // BC, 
zoodat ACKI en BCKH parallelogrammen zijn, respectievelijk gelijk 
aan de vierkanten op AC en BC. 

Vierkant ACFG en parallelogram ACKI hebben dezelfde basis AC. 
Verleng nu IK door K tot L, dan is ACKL 2 AABC, want 
ks == BK, == 900, 

ZHBC + ZBCK == 180e 
ZHBA 90 
af, 
ZABC + ZBCK = 90e 
maar ZCKL+/LCK = 90° (/LCK = /BOK) 
dus ZABC = /CKL 
Verder is AB =SBIESSCK 


derhalve CL = AC en KL = BO 

zoodat parallelogram ACKI == AC.CL = AC? 

en D BCKH = BC, KL = BO? 

dus ACKT + BCKH —= ACBHKI = ABHI 
of AC? + BC? = AB?2, 


In De Vriend der Wiskunde, II, (1887) bl. 76—106 en III 
(1888) bl. 191 vindt men nog een dertigtal andere bewijzen. 
A. PF. B. Dulfer. 


„De Vriend der Wiskunde”, IV. 16 


Strijdigheid en afhankelijkheid 
bij vergelijkingen van den eersten graad. 


Heeft men twee vergelijkingen van den eersten graad met twee 
onbekenden op de gewone wijze herleid, zoodat de onbekenden in 
‘teerste lid zijn afgezonderd, dan kan men met een oogopslag 
zien, of bedoelde vergelijkingen onderling afhankelijk of strijdig 
zijn. In beide gevallen toch zal ’t eerste lid der eene vergelijking 
verkregen kunnen worden door ’t eerste lid der andere vergelijking 
te vermenigvuldigen met een bepaald getal, dat positief of negatief, 
geheel of gebroken kan zijn. 

Is verder het tweede lid der eene vergelijking op dezelfde wijze _ 
uit het tweede lid der andere ontstaan, als zulks met de beide 
eerste leden is geschied, dan zijn de vergelijkingen onderling 
afhankelijk; bestaat tusschen beide een andere verhouding, dan 
zijn zij strijdig. Zoo zijn de vergelijkingen: 


Wx —-3y=8 en — 5u + 15 =— 20 afhankelijk, daar de 
tweede uit de eerste is ontstaan door verm. met — en Ver- 


andert men in een der beide vergelijkingen het laatste lid, dan 
worden ze strijdig. 

In ’t algemeen hebben dus twee verg. van den eersten graad met 
twee onbekenden, als ze van elkander afhankelijk zijn, den vol- 
genden vorm: art by=c en max + mby = me, waarin m alle 
mogelijke getallen-waarden kan hebben. Door in het tweede lid der 
ge vergelijking in plaats van me te schrijven me tp, worden de 
vergelijkingen onderling strijdig, mits p van 0 verschilt. 

Heeft men evenwel met meer dan 2 onbekenden te doen, waarbij 
dus ook meer dan 2 vergelijkingen noodig zijn, dan valt af hanke- 
lijkheid en strijdigheid niet zoo gemakkelijk in ’t oog, terwijl het 
velen leerlingen bepaald moeielijk valt, na te gaan hoe de vergelij- 
kingen uit elkander zijn afgeleid. Heeft men bijv. de volgende 
vergelijkingen: 4x + 2y—3z=12, 2 — 5y +áz=15 en 
Jae — Ay +312=69, dan valt het volstrekt niet op, dat zij 
onderling afhankelijk zijn. Dit blijkt wel bij de oplossing: men 
vindt nl. door aftrekking der eerste verg. van het dubbele der 
tweede, en ook van het dubbele der derde achtereenvolgens de 
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beide vergelijkingen — 12y + 1127 =18 en —84y +172 =126, 
die men op ’t oog als afhankelijk herkent, zoodat men ook tot de 
afhankelijkheid der oorspronkelijke vergelijkingen mag besluiten. 
Evenzoo zou men besloten hebben, dat er strijdigheid bestond, 
als in een der gevonden vergelijkingen het tweede lid een ander 
dan het nu verkregen getal had opgeleverd, m. a. w. als er tus- 
schen de beide tweede leden niet dezelfde verhouding ware gevonden 
als tusschen de beide eerste leden. 

De afhankelijkheid of strijdigheid der vergelijkingen is dus ge- 
constateerd; daarmede is evenwel nog niet uitgemaakt, op welke 
wijze die afhankelijkheid of strijdigheid is tot stand gekomen. Om 
dit te vinden kiezen wij den volgenden weg: 

Nemen wij aan, dat de derde vergelijking uit de beide eerste 
is afgeleid, dan kan zulks, daar alle drie vergelijkingen van den 
eersten graad zijn, niet anders geschied zijn, dan door de beide 
eerste vergelijkingen, na ieder met eenig positief of negatief, 
geheel of gebroken getal vermenigvuldigd te hebben, samen te 
voegen. 

Stellen wij nu aanvankelijk, dat de eerste der bovengenoemde 
drie vergelijkingen met m is vermenigvuldigd, en daarna is opge- 
teld bij 'tn-voud van de tweede, om de derde te verkrijgen, dan 
valt het gemakkelijk m en ” te berekenen. 

Men kan nl. door vergelijking der coëfficienten van «, y en z 
in de door ons gestelde vergelijkingen 

Ard Wy — 32 =12 
2 yr Az=15 
2x — Aly + 372 —= 69 
gemakkelijk besluiten, dat, ingeva! de derde vergelijking werkelijk 


uit de eerste beide is afgeleid, 4m + n= 2, Wm — Sn —= — 41 
en — 3m + 4n —= 37 moet zijn. 

Uit 4m + n= 2 en Wm — 5n=— 41 volgt door oplossing 
M=-—3 en n=7. Bij onderzoek blijkt, dat deze waarden van 


m en n” ook voldoen aan de derde der gevonden vergelijkingen: 
— 3m + án = 37, waardoor bewezen is, dat de derde der gege- 
ven vergelijkingen uit de beide andere, althans wat het eerste lid 
betreft, is afgeleid, en wel door 7 maal de tweede vergel. te ver- 
minderen met 3 maal de eerste. De vergelijkingen zijn dus òf 
onderling afhankelijk òf strijdig, en dit wel, naarmate de gevonden 
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waarden voor m en al of met voldoen aan de vergelijking 
12m +15n==69, die op ’t ontstaan van het tweede lid der derde 
vergelijking betrekking heeft. 

In ’t hier gestelde geval voldoen de gevonden waarden van m en ” 
werkelijk aan deze vergelijking, zoodat wij mogen besluiten, dat de 
drie vergelijkingen onderling af hankelijk zijn. 

Onderzoeken wij nog de volgende vergelijkingen : 

3x + 11y + 47z = 98 
5e — Ty + Iz = 35 
3x — 8y — 52 = 2. 

Onderstellende, dat m-maal de eerste plus „-maal de tweede als 

som de derde vergelijking heeft opgeleverd, kan men dadelijk stellen 


3m 5n=3 en 11m — In —=— 8, waaruit door oplossing volgt 
1 3 
Ter A te 
4 4 
Uit de coëfficienten van z volgt de vergelijking 47m + On =— 5. 
Bij onderzoek blijkt, dat ook hieraan de waarden m= — en en 


AE ee voldoen, zoodat we reeds kunnen besluiten, dat de ge- 


geven vergelijkingen òf afhankelijk òf strijdig zijn, en dat ze, wat 


de eerste leden betreft, uit elkander zijn afgeleid door het 5 der 


tweede vergelijking te verminderen met het en der eerste. Daar 
+ 


eindelijk de gevonden waarden voor m en n niet voldoen aan de 
vergelijking 93m + 35n—=2, die aan de bekende termen is ont- 
leend, blijkt het, dat de drie vergelijkingen onderling strijdig 
zijn. Ware het laatste lid der tweede vergelijking niet gelijk 2, 
maar — 93 X (ie == +35 Ee == 3 genomen, dan zouden de drie 
vergelijkingen onderling afhankelijk zijn geweest. 

’t Behoeft zeker nauwelijks opgemerkt te worden, dat men bij 
t onderzoek even goed van de onderstelling mag uitgaan, dat de 
eerste, of ook, dat de tweede vergelijking uit de beide andere is afgeleid. 

Uit het bovenstaande volgt nog onmiddellijk de rationeele oplos- 
sing van het volgende vraagstuk: 
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Als gegeven zijn de vergelijkingen: 
gers ri be 12 
5e + 6y — 102 =19 
3x —8yJ Az=B 
vraagt men A en B zoodanig te bepalen, dat de vergelijkingen 
41°. van elkander afhankelijk of 2°. met elkander in strijd zijn. 
Men zal vinden 41° afh. voor A=—325, B=—6 
29 strijdig > A=—325, B) of (—6. 


Heeft men meer dan drie onbekenden, dan zal men op dezelfde 
wijze zijn doel kunnen bereiken. Voor vier vergelijkingen met 
vier onbekenden zal men nl. van de onderstelling kunnen uitgaan, 
dat de eerste drie respectievelijk met m,n en p zijn vermenig- 
vuldigd en daarna samengevoegd, en dat deze som de vierde verg. 
voorstelt. 

Door vergelijking der coëfficienten van de onbekenden x, y enz 
kan men de waarden der vermenigvuldigers m,n en p vinden, 
en deze waarden substitueeren in de vergelijking, die volgens de 
gemaakte onderstelling uit de coëfficienten der 4e onbekende v is 
af te leiden. Wordt deze verg. voor genoemde waarden indentiek, 
dan zijn de vergelijkingen òf afhankelijk òf strijdig. Een onderzoek, 
of de waarden m,n en p al of niet voldoen aan de vergelijking 
uit de bekende termen afgeleid, zal verder uitmaken of hier af han- 
kelijkheid of wel strijdigheid bestaat. 

Leeuwarden, Febr. 1889. L. BĲ DE LEVY. 





Over het verdeelen van een willekeurigen hoek 
in 3 gelijke deelen. 


INGEZONDEN VRAAG. 

In J. VersLuys, Leerboek der Vlakke Meetkunde, Groningen, 
Wolters, staat bij vraagstuk 48 (Verdeel een rechten hoek in 3 
gelijke deelen) de volgende Opmerking. 

De constructie: een willekeurigen / in 3 gelijke deelen te ver- 
deelen, kan niet verricht worden met behulp der postulaten in de 
planimetrie. De Grieksche meetkundigen hebben verschillende kromme 
lijnen uitgedacht, om de vraag te beantwoorden. Latere wiskun- 
digen hebben afzonderlijke werktuigen vervaardigd, om een wille- 
keurigen Z in 3 gelijke deelen te verdeelen. 
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Evenmin kan men met de gewone hulpmiddelen, passer en liniaal, 
een willekeurigen Z in 5, 6, 7, 9, enz. gelijke deelen verdeelen. 
De verdeeling kan alleen uitgevoerd worden, als het aantal dee- 
len 2 is. 

Mag ik U hieromtrent eenige toelichting verzoeken ? 

À. H. ScHREURS. 


ANTWOORD. 

Dat er geen elementaire constructie bestaat voor het in 3 gelijke 
deelen verdeelen van een hoek is eene quaestie van analytische 
meetkunde en hoogere algebra. Men komt daarbij op eene verge- 
lijking van den derden graad en dit maakt, dat cirkel en rechte 
lijn niet voldoende zijn. 

Construeert men echter het 3-voud van een / op eene andere 
manier, dan door raast elkaar plaatsing van den /, dan levert 
de omgekeerde volgorde der constructie een middel op om een Z 


te construeeren —= en v. d. geg. /. 


Zij AABC gelijkbeenig. Beschrijf uit het 
hoekpunt A der basis AB met de opstaande 
zijde AC als straal een halven cirkel, die 
het verlengde van het been BC in D en 

m4 de verlengde basis BA in E snijdt. Ver- 
eenig A met D, dan is s AACD gelijkbeenig en /ADC = ZACD =2/ZB. 
Van AABD is de buiten ZDAE = ZB + ZADB = 3/B dus 
het 3-voud van ZB: 





Zij ZDAE in drie gelijke deelen te Est. 

Verleng het been AE door A en beschrijf uit A met een Ai 
keurigen straal AE een halven cirkel. Trek uit D eene rechte lijn, 
die den halven cirkel in C en het verlengde van AE in B snijdt, 
zoodanig, dat het stuk CB dezer lijn gelijk zij aan den straal van 


den halven cirkel. Dan is ZB = ze ZDAE, want door AC te 


trekken zijn de AA ABC en ACD gelijkbeenig, dus /ABC —= /BAC 
en ZACD = ZADC. Verder is /ACD =2/B en ZDAE = ZB 


+ZADB=/B+2/B=3/4B, dus ZB = 5 /DAE. 
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Om de rechte lijn uit D zoo nauwkeurig mogelijk te trekken 
moet men een liniaal om het punt D doen draaien tot dat het 
stuk BC —= AC zij. Dit geschiedt door afpassing. 

Dit is dus meer eene vaardigheid van den teekenaar (een kunstje), 
dan wel eene zuivere meetkundige constructie 


Verder wordt de belangstellende lezer verwezen naar het Nieuw 
Archief voor Wiskunde, II, 1876, bl. 177, alwaar de heer 
J. H. VAN LEEUWEN eene oplossing gegeven heeft met behulp eener 
gelijkzijdige hyperbool. 


EE ee Rr ee 

In welk geval verdeelen de stralen, die een koorde in 
3 gelijke deelen verdeelen, ook den boog, die bij de 
koorde behoort, in 3 gelijke deelen? 


Vraagstuk 396 uit KNAPPER Leerboek der Meetkunde. 


Genoemd vraagstuk luidt aldus : 

De stralen die een koorde in drie gelijke deelen verdeelen, 
verdeelen in het algemeen den boog, die bij de koorde behoort, 
niet in drie gelijke deelen. 

Men vindt het reeds vermeld in de Beginselen der Meetkunde 
van BADoN GHYBEN onder de vraagstukken. Laatstgenoemde schrij- 
ver heeft onder den titel »Bijdragen tot bevordering van het on- 
derwijs in de Wiskunde’ de oplossingen van de onbewezen en on- 
uitgewerkte stellingen en werkstukken bekend gemaakt. De juiste 
tekst van het vraagstuk bij B. G. is eenigszins anders dan bij K. 
Hij luidt bij eerstgenoemde : 

_»Wanneer de koorde van een cirkelboog in drie gelijke deelen 
verdeeld is, en door de deelpunten stralen getrokken worden, ver- 
deelen die stralen dien boog niet in drie gelijke deelen” 

Men ziet, het vin het algemeen’ van K. ontbreekt bij B. G. 

En toch was B. G. zeer goed bekend met de uitzondering op de 
overigens juiste stelling. Immers, in genoemde » Bijdrage” geeft 
hij eene uitvoerige bespreking van de zaak, en komt met behulp 
van eene cubische vergelijking en een sinustafel tot het besluit, 
dat de koorde, welke een boog van 226°34/ ruim onderspant, de 
bijvoeging »in het algemeen’ noodzakelijk maakt. 

Het komt mij voor, dat de zaak eenvoudiger kan behandeld wor= 
den dan door B. G. is geschied. 
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Nemen we eene koorde AB, en beschouwen 
we boog AEFB { 180°. 

Zijn C en D de punten, waarin AB in drie 
gelijke deelen is verdeeld, ME en MF de stra- 
len, door die deelpunten getrokken. 

Nu blijkt al dadelijk, dat de AA AMC en 
BMD congruent zijn; immers ZA =/B, AM =BM, AC = BD. 
Dus is /AME == ZBMF, en ook boog AE = boog BF. 

In AAMD is nu MC eene zwaartelijn. Onderstellen we, dat boog 
AE = boog EF was, dan zou ME den ZAMF halveeren, en op 
grond daarvan zouden we hebben: AC:CD —= AM: MD. Maar 
dewijl AC = CD, moest AM —= MD zijn, en dit is ongerijmd. 
ME deelt dus /AMF niet middendoor, AE is niet gelijk aan EF. 
Uit AM ) MD blijkt, dat de bissectrix van ZAMF door een punt 
C’ van AD moet gaan, zoo gelegen, dat AC’ ) C/D ; maar dan ont- 
moet zij den boog AF in een punt E’ tusschen E en F, en daaruit 
blijkt tevens, dat AE { EF. 

Hebben we te doen met een boog { 180e, dan is de stelling 
bewezen; het middelsie deel van den boog is grooter dan de beide 
andere (gelijke) deelen. 





Groeit de boog aan en is hij — 180° geworden, dan blijkt, dat 
het middelste deel van den boog — 180°, de andere deelen — Oe zijn. 

Wordt de boog een weinig > 180° genomen, dan is het mid- 
delste deel weinig kleiner dan 4180°, de andere deelen zijn zeer klein. 

Nemen we nu een boog van bijna 360°, dan merken we op, 
dat het middelste deel zeer klein is, en dat de zijdelingsche deelen 
de 180° naderen. 

Deze eenvoudige beschouwing wekt het vermoeden, dat ergens een 
overgang moet zijn. En inderdaad bestaat deze. 

Onderstellen we koorde AB in C en D in 
3 even groote deelen verdeeld, trekken we CM 
en DM tot waar zij in H en I den boog AB 
) 180° ontmoeten, en zij nu Al=IH= HB, 
dan is ook ZAMI= /IMH == ZHMB. 

Als E en F de punten zijn, waarin MC en 

B MD den boog AB { 180° ontmoeten, dan blijkt, 

dat ZEMF —= /FMG, want zij zijn gelijk aan hunne respectieve 
overstaanden ZIMH en ZAMI. De ZEMG wordt door MF dus 
gehalveerd, en daar hij buitenhoek is van AAMC, hebben we: 
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AD:CD = AM:CM, maar daar CD = 5 AD, is CM = — 
AM = En FAT-.Nuas bol OE 2e En ri len orhdatfinviethöek AEDM 


de diagonalen elkaar halveeren, is hij een paralleloeram en 
ED =AM =r. 

De congruentie van de AA AMC en BMD, alsmede de daaruit 
volgende gelijkheid van CM en DM blijkt gemakkelijk, zoodat ook 


MD — AE — Et 
De constructie van den witzonderingsboog is nu al zeer eenvoudig. 


Men trekke een straal AM, zette koorde AE —= oe r uit, trekke 


straal ME, en de koorde AB, welke door A en het midden C van 
ME gaat, onderspant den gevraagden boog. Laten we de loodlijn 
DK op EM neer, dan hebben we: 

DE? —= EM? + MD? — 2EM Xx KM, 


De Een r2 — 2rXKM, waaruit KM = À 


le. 
8 
Daaruit volgt een tweede constructie. 


Trek straal ME, bepaal daarop MK = en MC = en r, plaats 


in K een loodlijn op EM, en beschrijf uit E met ED = r als straal 
een boogje, dat de loodlijn in D snijdt. Door de punten C en D 
is nu koorde AB bepaald. 
Aanteekening voor den meer gevorderden lezer. 
In AKMD hebben we eindelijk: 
KM Ir 1 
cos KMD = — == -8 ==; met de sinustafel zullen we 
MD dr 4 
ZKMD = 75°34/21” ongeveer vinden, en daar /KMD = ZIMH 


= Ee boog AIHB is, is de gevraagde boog alzoo 


3 X 75°31/2” — 2260343” ongeveer. 
Veranderen we in het vraagstuk het getal drie in vier, dan 
zullen we vinden, dat een boog van 219°56/32” ongeveer voor dat 
geval eene uitzondering is; hij heeft tot koorde eene rechte, die op 


een afstand En r_ van het middelpunt verwijderd is. Door de 


berekening op dezelfde wijze als boven in te richten, overtuigt men 
zich gemakkelijk van deze waarheden. 

Ten slotte merk ik op, dat voor vijf of meer deelen geene »uit- 
zondering op den regel” bestaat. 


Amsterdam, Juni 1889. H. VERHAGEN. 


OPLOSSINGEN 
der opgaven 441—460. 


LAA, Op twee zijden AC, BC van een willekeurigen AABC be- 
schrijft men vierkanten CAEI en CBDK. Bewijs, dat het 
snijpunt der lijnen AD en BE ligt op de hoogtelijn uit C 
op AB neergelaten. 

OER O9 SND: 

De stelling zal bewezen zijn, als men 
bewijst, dat de loodlijnen AM en BN 
respectievelijk uit A op BE en uit Bop 
AD neergelaten, elkaar in een punt O 
der loodlijn CF snijden; want, als dit 
| plaats heeft, zullen de rechte lijnen AD, 
| BE en CF de hoogtelijnen zijn van een 
AAOB. 

Verleng AM tot zij FC ontmoet in O en bepaal de lengtevan COe 

AABE @ AACO, omdat zij een zijde en twee aanliggende ZZ 
gelijk hebben, want AE = AC, /AEB = /CAO en ZEAB = /ACO, 
Omdat de beenen L op elkaar staan dus CO == AB. 

Verleng BN en noem O/ haar snijpunt met CF, dan is in de 
AAABD en BCO’ BC= BD, ZADB = ZCBO/’ en /ABD = ZBCO’ 
omdat de beenen dezer // L op elkaar staan zoodat AABD 2. ABCO’ 
dus AB = CO’, zoodat CO/ = AB = CO hetgeen eischt, dat O en O/ 
samenvallen. Derhalve gaan de rechte lijnen AD, BE en CF door 
een zelfde punt. Hiermede is aangetoond, dat het snijpunt H der 
lijnen AD en BE ligt op de hoogtelijn uit C op AB neergelaten. 

TWEE E DE PAOLINI 

Trek de hoogtelijn CF en de lijn AD. Deze zullen elkaar in H 

snijden. Verbind H met E en B, dan moet bewezen worden dat 
ZEHOF ZCHD DHB 808 
ZEHC = 360° — (/IEH + ZEIC + /ICA + ZACH) 





=1 80° (ZIEH HRO)! 10 IEEE ETA (4) 
ZCHD = 360° — (/HCB + /BCK + ZCKD + ZKDH) 
= 180 HL HOB KDH ee (2) 


ZDHB = 180° — (/ABC + ZCBD + 90° — /KDH) 
— 180° —(/HBC +180° — /KDH) = /KDH -— ZHBC (3) 
(1) +(2) + (3) = ZEHC + ZCHD + ZDHB 
= 360° — (ZIEH + ZACH + ZHCB + /KDH + ZHBC — ZKDH) 
=— 3600 — (ZIEH + ZACH + ZHCB + /HBC). 
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Verder is: 180° —= /HBA + ZCAB + 90° + (90° — ZIEH) 
—= ZHBA + ZCAB + 180° — ZIEH 
dus ZIEH == ZHBA + /CAB, derh.: 
(1) + (2) + (3) = 360° — (LHBA + ZCAB + ZACH + ZHCB 
+ ZHBC) —= 360° — 180° —= 180°. 
Daaruit volgt, dat EH en HB in elkaars verlengde liggen. 
L. J. Muller. 
449, Op de rechthoekszijden AC en BC van den rechthoekigen 
AABC beschrijft men bwitenwaarts de vierkanten ACDE en 
BCFG en trekt de lijnen BE en AG, de eerste AC in I, 
de laatste BC in K snijdende. Bewijs: CI == CK. 

Beschrijft men de genoemde vierkanten binnenwaarts, 
zóo, dat ze gedeeltelijk met AABC samenvallen, dan zullen 
de genoemde lijnen de verlengden der zijden AC en BC in 
I, en K, snijden. Bewijs: CI, = CK,. J. M. Thiel. 

OPBLAAS TNG. 

ACAK » ABGH dus 
B AGU GH BEK 

) ofb:e=a:(a— xr) =(atb):a 
| Aen, 
4 atb 
Ì ABCI  AAEIdus BC: CI=AE: Al 
ha:y=b:(b—y)=(adb):b 

go ‚dus —=y of CI=CK. 
atb 


Voor de tweede plaatsing der 





ij y 
N 
fj 





Ä quadraten wordt ons bewijs: 
AACK, @ AG/BK, dus AC: CK, = G/B : BK’ 
bra, =a:(ate)=(a—b):a 


ee 
BE 





ED 
Gun beb yy (db): b 
Uy = Ee ’ dus Li =S Ui of Ode 
HUT 

De liefhebber der Nieuwere Meetkunde vindt in het Leerboekje 
van J. VERsLUIJS bewezen, dat P op de loodlijn uit CG op AB ligt 
en zal wel kunnen bewijzen, dat ook P, daarop gelegen is. 

Voor het geval dat AABC willekeurig is, is in het vorige vraag- 
stuk (n°. 441) bewezen, dat P op de loodlijn uit C op AB ligt. 
J. M. Thiel. 
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443. Fen middelevenredige te construeeren door middel van den 
rechthoekigen À, zonder van den cirkel gebruik te maken. Friso. 
OnBaLrOrS SsLONEGS 


Laten de gegeven lijnen a en b zijn, dan construeert men een 


rechthoekigen A, waarvan de schuine zijde mn (a + b) en de 


eene rechthoekszijde — 5 (a — b) is. De tweede rechthoekszijde 


zal dan de middelevenredige zijn tusschen a en b, derhalve = W ab. 


Bewijs. Laat AB = En (a + b) en AC ie (a — b) zijn, 
dan is BC — ab, want BO? —= AB? — AO? =— De (a? + 2ab + b2) 


ab Hod raar) Sark Vn 
4 4 Friso. 
444. Bewijs, dat een AABC scherphoekig of stomphoekig is, 
naarmate dat de som der vierkanten van zijn drie zijden groo- 
ter of kleiner is dan het dubbel van het vierkant der mid- 
dellijn van den omgeschreven cirkel. 
OPL OrSESEEN 
a) AB? + BC? + AC?) 2(2R)2, 
Zij AC de grootste zijde. 
Trek de middellijn BD, alsmede AD en CD, danis 
AB? + AD? = (2R)? 
BC? + CD2 = (2R)? 
dus AB2+ BC2 HAD? + CD? = 2(2R)? 
| derh. AB2+BC2HAC?) A B24-BC2HAD2+0D? 
| A B2+-BC? — AB2J-BC?2 
AC2) AD2+-CD? 
dus ZADC ) 90°, waaruit volgt dat ZABC {90° en AABC 
scherphoekig is. 
b) AB? + BC? + AC? { 2(2R)? 
Zij AC de grootste zijde. Men heeft nu weder 
AB? + BC? + AD? + CD? —= 2(2R)? 
dus AB? + BC2 + AC? GC AB2 BOR TAD De 
AB2 + BO? — AB? + BO? 
AG? C AD? 0D? 
dus ZADC { 900, derhalve ZABC ) 90e en AABC stomphoekig. 
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Omgekeerd. a.) AABC is scherphoekig. 
Trek de middellijn BD, alsmede AD en CD. 


dan is AB? AD? = (2R)? en _BC2+ CD? = (2R)? 
dus AB? + BC3 + AD? + CD? = 2. (2R)?. 
Omdat ZB scherp is, is ZADC stomp, dus AD? + CD? { AC? 
derh. AB? + BC? + AC? D 2(2R)?°. 


b.) AABC is stomphoekig. 
Men heeft nu AD? + CD?) AC? en AB? + BC? + AC2{2.(2R)?. 
445. Oplossen; (10000x)te9®?—Slogr — 4, 
(Heis, Sammlung, $ 69, n®. 153). 
(Heis, Van Lankeren Matthes & Tesch, $ 60, n®. 148.) 
(Toel.ex. 4° klasse H. B. S., Arnhem 1888). 
(Ex. Wisk. Groningen, Oct. 1870, idem, Zwolle 1875.) 
Orr ROND SE N.G. 
(10000x)tes )3— Slogz — 4 
| log 2)? — 5 log 2) | loe (10000) = 0 
(log #)3 — Slog e= 0 en log (10000) = 4 + log @ = 0 
log (log)? — 5)—= 0 log © =— Á 
log =0 en (log #)? — 5 = 0 En 0001 
x=1 en (log #)? = 5 
2 log (log x) = +log 5 —= + 0,6989700 
log (log #) = & 0,3494850 
log # — + 2,2360679 
log # —= + 2,2360679 en log @ = — 2,2360679 
x, =172,2138 =—= _7,7639321—10 
| x‚—= _0,0058068. 


446. Ontbindt in factoren: 2x? — 9e +arV2H7. 
(Eindex. H. B. S. 1884). 


OEPILO SS HUNEG: 
Stel Mtr dr 1=0 


dan is EN 


OON OLD ij B(L2EN) 
NE bn rt er 
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Sar 2 





dus daneen en ©, =3—WV2 
zoodat er KEE = (@&— rj) (@ — %) 
en 22 Ia ta Ur — ar) (ee —e) 
8/2 ë: 
=2(r— 5 S)e-3tV2)= (2a—3—V 2) (a— 3/2). 


TW ErBeDAE OSDS DEORE: ING 
Zijn 2x —A en x — B de factoren, dan is AB—=7 en A + 2B 


pp 2 
=9—WV2. Hieruit volgt, dat |A +2B| SKG E jA—2B| 


E |9 —y2/ gt 56= (3 — U 2) zoodat A — B +3(/ 21). 


Doch danis A— 38+ V 2006 —I/2enB3—V Dof (B+V/2) 


Men heeft dus weder 232 [23 ml Ae) . Tot dezen 


vorm kan men ook | 2e —6+2/2| ete brengen. 
M. Simons. 
447. In een AABC een punt H te vinden, zóo, dat /BHO, 
ZAHC en ZAHB de supplementen der // A, B en C zijn, 
O-P-LCOYSIST NKO 


Van ABHC kent men de basis BC 
en den top ZBHC — 180° — A, zoodat 
de meetkundige plaats van het punt H 
een punt is van den boog van het cir- 
kelsegment op BC beschreven, dat een 
LZ == 130° — ZA bevat, 

ee Evenzoo is H een punt van den boog 

van het cirkelsegment op AC beschreven, dat /AHC — 4800 — ZB 

bevat. Het snijpunt dier 2 cirkelbogen is het gevraagde punt. 
TWEEDE OPE OSS TNG 

Het gevraagde punt is het snijpunt der hoogtelijnen (hoogtepunt) 

van den A. Want 
ZBHD = ZAHE == 90e — ZHAE 
ZCHD == ZAHF = 90° — ZHAF 
ZBHG == 1800 AS 
Evenzoo is ZAHC == 180°— /B en ZAHB = 180° — Walde 
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Aanteekening. Er zijn 3 gevallen te onderscheiden: 

1) ZBHC =180°— A, ZAHC = 180° —B, /AHB=180° —C 
waaraan het hoogtepunt voldoet. 

2) ZBHC=180°—B, /AHC= 1800 — OQ, /AHB =180°— A. 

3) ZBHC =180°—0, ZAHC=1800— A, /AHB=180° —B. 

448. Iemand miwet zeker getal door 1155 deelen, maar deelt het 
getal door 3, het verkregen quotient door 5, het nu ver- 
kregen quotient door 7 en het laatst verkregen quotient door 11 
Als de resten in de volgorde der factoren 1, 3, 2 en 6 zijn, 
welke is dan de ware rest? 
(Toel.ex. H. B. S. Arnhem, Juli 1887). 
ORPRLO IDESTIEN" GE 


De ware rest is — 3} 5(7 X 6 +2) + 3 070. 


De verklaring blijkt uit het volgende. 
Noem het getal G en de achtereenvolgende quotienten Q,, Qs, Q3 en Q, 


G=83Q, +115 35076 +2) + 3|+1=1455Q,+ 670 


a AS TA Ot A3 

OMO 110, A 7.6 A 2 

1106. 

449 Verdeel het getal 120 in 3 deelen, waarvan het eerste door 3, 
het tweede door 4 en het derde door 5 deelbaar is, zóo, 
dat het tweede getal de rekenkundig middelevenredige van 
de twee andere zij. 


OE IA SEEN OG 
Als p, gen r de 3 gevraagde getallen zijn en men door z, y en z 


de 3 onbekende quotienten voorstelt, dan Is p= 3x, q—=4y en r == 5z. 
Volgens de opgave is p +q +r of 3x + 4y + 5z=120 ..(1) 


Hi EE ES Bd HEM bn ln, ee 
2 2 
Substitueeren we de waarde van 4y = en in (1), dan 


verkrijgen we 3x + ee, H9Z =O 1152 240 
en na deeling door 3 is ST IS) 
DAR Tena 5 
Uit 3x + 52 — 80 volgt, dat 57 —=80 —3renz=16 —3. ee 
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Stel — = Nn, dan wordt z= 16 — 3n en x= 5. Nu ws 


16 — 3n >0, dus n{ 5, din =4, 9, 3/4 of 5 


We hebben nu p—=3w—=1ijn en r=5z=—= 80 —15n 
dus voor ns 2 3 4 5 
wordt p —= 15% Rl 30 45 60 75 

en ”—= 80 — 15n —= 65 50 35 20 5 

De 3 gevraagde getallen kunnen dus zijn: 

15, 40, 65; 30, 40, 50; 45, 40, 35; 60, 40, 20; 75, 40757 
TWEE DIE O: Bib S0OnS 10 NN 

Omdat 4 de rekenkundig middelevenredige is van 3 en 5, vol- 
doen de getallen, die zich verhouden als 3, 4 en 5. Men vindt 
dan 30, 40 en 50. Het tweede is bepaald, de andere zijn on- 
bepaald. Daar 15 het kleinste getal is, dat een 3-voud en tevens 
een 5-voud is, bekomt men steeds getallen, die voldoen, als men 
een der uiterste met een 15-voud vermeerdert en het andere met 
hetzelfde 15-voud vermindert: 30, 40, 50; 15, 40, 65; 45, 
40-355 60,-40,.205 75.4 4045: G. A. Boes. 
450. Als men 4 getallen, waarvan elk volgend 37 meer is dan 

het voorgaande, onder elkander plaatst evenals de gedeelte- 
lijke producten eener vermenigvuldiging en vervolgens samen- 
telt, verkrijgt men 424295. Welke getallen zijn dat? 
(Toel.ex. Willemsoord, 1889). 

Or BELT OESES LENRG 

Het 4°, 3° en 2° getal zijn respectievelijk 111, 74 en 37 meer 
dan het 1° getal. 

Waren alle getallen even groot, en elk zoo groot als nu het 
kleinste, dan zou men tot som 1 + 10 + 100 + 1000 = 1111 maal 
het kleinste getal bekomen hebben. Nu bekomt men echter 10 X 37 
+100 X74 + 1000 X111 = 118770 meer. 11141 maal het kleinste 
getal is dus 424295 — 118770 = 305525 en 1 maal dat getal 
305525 : 1111 = 275. De getallen zijn dus. 275, 275 + 375 
275 +74 en 275 +111 of 275, 312, 349 en 386. 

Van der Wal & Verborgh. 
451. Een trapezium in twee gelijke deelen te verdeelen door een lijn 
evenwijdig aan een diagonaal. 
(Toel.ex. Rijksveeartsenijschool 1886). WW. Gidi Ge 
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OP BeEKO SAS TEN: G5 

Onderstelde. Zij ABCD 
het gegeven trap. en daar- 
in AB) DC. 8 

Constructie. Trek AC 
Ben daarna BE L AC. 
Neem op AB BF —= CD; 
deel vervolgens AF in G 
middendoor en trek GH _L 
BE. Beschrijf op BE een 





halven cirkel en noem Î 
het snijpunt van dezen met GH. ‘Frek BI en neem dan op BE 
BK =BIL Trek eindelijk door K de lijn LM// AC. Laten L en 
M de snijpunten zijn van deze lijn met de zijden AB en BC van 
het trapezium. Nu zal LM de gevraagde lijn zijn, als ABML = 


1 
— trap. 
5 Pp 
Bewijs. Trek nog GC en bovendien Eet AC. 
> Erpe en (AB + CD) X hoogte = — (AB +.BE)X Ee h 
be el 


=| AB (AB—ÁP)| Keje hin le 5 AF) X 5 h 


—(AB-—AG) Xx 5 h=ABX ze h—AG X — h= ABC — AAGO 


GN = ACX-BE— ACX HE 


ad al dad 





AUX BE — ACX 


ZAOX BE —AC X 5 (BE — BH) 


=ACX BE ACX — BE + AC XBH = AUX BH 


Pad 


2 2 
EN EE AREA (D 
IBE BE 


Nu is ABAC @ ABLM, waaruit volgt: 


AC: BE=LM:BK of AC = En Me (ID 


Breng nu (II) in (I) over, dan krijgen we: 


DD GBE ABML. g. e.d. 


We Ged. G. 
„De Vriend der Wiskunde”, IV, 17 


De AGIS 
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TW:E EEDTE: OMP EGO Set 
Analyse: Zij LM//BD de gevraagdelijn. Verleng AB met AO = CD, 
en vereenig het midden G van BO met C, dan deelt CG het tra- 
pezium ABCD middendoor, zoodat ABLM==ABCG. Deze AA 
hebben ZB gemeen, bijgevolg is BL. BM =BC . BG, waaruit 
BM:BC=BG:BL. Maar BM:BC=BL: AB, dus 
BG: BL == BL: AB en Bh BO XAB, 
Constructie: Plaats op AB een halven cirkel en richt de loodlijn 
GP op, dan is BP?= BG X AB. Maak nu BL — BP en trek LM//AC. 
M. Simons. 
452. Een bouwvereeniging staat hare nieuwe arbeiderswoning onder 
de navolgende voorwaarden af: Bij ’t betrekken der woning 
wordt ‚f 150 betaald, na 1 jaar f 140, na 2 jaar f 130 enz. 
Bij ’t betalen van den laatsten termijn van f 10 wordt de 
bewoner eigenaar. Hoe hoog schat de vereeniging de tegen- 
woordige waarde eener woning als zij 4%, rente rekent en 
als belasting en reparatie ten laste van den bewoner komen ? 
(G. Smits, Alg. Vrgst., 3° st., $ 45 n@. 54). Jeanne. 
OP: In Oest EENS 
De tegenwoordige waarde eener woning is gelijk aan de som van de 
contante waarden der, door den bewoner, te betalen Ge dus ; 








140 130 120 f 
50 HE 
OE TOA en Oek TO TnT A0 
De som der termen van de zoo ontstaande reeks eind men door 
van verg. (1) af te trekken vrek CRE Nn 
1,04 1,04 1,04 1,042 
130 120 10 
fn UIR Ee „| 
beroert k IE 2) 
Men vindt dan: 
A 10 10 10 10 
et 150 lee Nn 
! ( 1,04 1,042 1,043 Loze) 
4 10 
DLA dE 1 Oee 10412 PAROOL AK 1 
1,04 ) 1 4,0415 ) 


Hieruit volgt: 
À 110 < 1,0415 — 4 


en es AD btn EE th 
26 1,04is | 1,04 —1 
5 Lope] 
KZ) SE CEE 
1,047 0,04 
A= 3000 SOLE 
1,041 
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log 1,04 —= 0,0170333, dus log 1,0415 — 0,2554995 
en 1,041s — 4,800941 
A= 3900 —_ E00 … 0,800941 — 3900 — » 
1,0415 
log 6500 = 3,8129134 


log 0,800941 =— 9,9036006 — 10 


pt. 
3,7165150 
log 1,0415 — 0,2554995 aft: 
log # = 3,4610145 x= 2890,78. 


Men vindt dus A= 3900 — 2890,78 —= f 1009,22, 

De tegenwoordige waarde eener woning is dus f 1009,22. 

Opmerking. De reeks in verg. (1) voorkomende ontstaat als 
men de termen der rekenkundige reeks 150, 140, 130 


vermenigvuldigt met de overeenkomstige termen der meetkundige 
1 1 


1,04 * 1,042 
bovenstaande oplossing blijkt op dezelfde wijze als bij de meetkun- 
dige reeksen. (Zie Smits, Algebraïsche Vraagstukken, 3° stukje, 
blz. 98, vraagstuk 60). Ke Jeanne. 


453. Als men in een rechthoekigen À de hoogtelijn op de schuine 


ROME AN nnee De sommatie geschiedt zooals uit 


zijde trekt, dan is de cirkel, in den geheelen À beschreven, 
gelijk aan de som der cirkels, in de deelen beschreven; en 
de som van de stralen der drie cirkels is gelijk aan de ge- 
noemde hoogtelijn. M. v. O. 
(C. Knapper, Kz., Lrb. d. Mtk. I, Plan. S 330, n°. 603). 
ORDRE Onos BN r, | 
Zij ZBAC recht en AD L BC. 
Laten M, N en O de middelpun- 
ten zijn van de ing. cirkels der AA 
ABC, ACD en ABD welke BC in 
E,‚, G en F raken, dan is: 
1) Cirk, M == eirk, N + cirk. O 
2) ME + NG +OF =AD. 
Bewijs van het eerste. AABC @x AACD » AABD 
dus: ME :NG : OF = BC: AC: AB 
ME? :rNG? : 7OF2 = BC? : AC? : AB? 
zME?2: «NG? + zOF2 = BCO? : AC? + AB? 
dus zME? == «NG? + z0F?2 
of cirkel M = cirkel N — cirkel O 
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Bewijs van het tweede. Men heeft: De middellijn van den ing. 
cirkel van een rechth. A is gelijk aan het verschil, dat verkregen 
wordt door de som der rechthoekszijden te verminderen met de 
hypotenusa. (VAN BREEN, Merkw. punten en lijnen van den 
vlakken Z, blz. 8).” 


Ie 1 1 
Dus ME —_—— ED AB = B AC ON BG 
NGS LE GES LA 
Er 9 2 O 
1 4 1 
OE Ze AB HBI ZA 
2 9 9 
op. 
raps et 1 Gi 
MENG + OF BO (BD + DC) + AD = AD. ud 


454. Deel het getal a zoodanig in twee deelen, dat de vierkants- 


wortel uit het verschil der deelen 1 meer is dan van het 


kleinste deel. 


(Hoofdacte ex. Breda, 1883). H. A. Groenestein. 
OCR SON TNG 
Stel het kleinste deel = #, dan is het grootste —= a — x en 
het verschil der deelen == 4 — 2x, zoodat 


War =1 pe of ade =l + Sohn x? of 
er H40ret16(1 — a) =0, waaruit 

vz E40 + 24 en a — rarr at 4. 

455. Bewijs, dat als 2 cirkels elkaar snijden, elke lijn, die beide 
cirkels snijdt, door hun omtrek en door de vereenigingslijn 
der beide cirkelsnijpunten, in 4 stukken verdeeld wordt, zóo, 
dat het product van het 1° en 3e stuk gelijk is aan dat van 
het 2° en 4e stuk. 
(Ex. Wiskunde, Amsterdam 1864). W. A. W. Moll. 
(M. en D. Valk, Wis- en Natk. Opg. n°. 375). 

OAP, LQ 4940 Ra 


Zijn M en N de 2 elkaar snijdende 
cirkels, AE de willekeurige lijn en FG 
de vereenigingslijn der beide cirkelsnij- 
punten F en G, dan is 

AB .CD == BC. DE. 
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In cirkel M is AG SCD == CE „06 
en » » N rz BC.CE =CF.CG 
dus AC BO BE 


BC .CD= BC. CD 

(AC — BO) CD =BC (CE — CD) 

of AB.CD=—=BC. DE. W.A. W. Moll. 
Uitbreiding der stelling. Ligt de snijlijn gedeeltelijk buiten den 
cirkel dan snijdt zij het verlengde der vereenigingslijn der beide cirkel- 
snijpunten. Zij A/E/ die sniĳlijn; haar snijpunt B/ met cirkel N ligt 
__nu niet binnen cirkel M maar er buiten. Evenzoo ligt. haar snijpunt 
D’ met cirkel M niet binnen cirkel N maar er buiten. Men heeft nu 


afgetrokken 


in cirkel M NOD’ == CF CG 
en » > _N CB, CE! == (YF.. C/G 
dus AIC CD’ = URE 


CB’, C/D’ = CB’. C/D’ 
(AC + CB) UD = CB (CB + CE) 
A/B’. CD’ = C/B/. DE/. D.A. Vermeulen. 


opgeteld 


456. Uit een’ rechthoek , die 1 maal zoo lang als breed is, 


twee even groote gelijkzijdige AA te snijden, zoo groot 
mogelijk. Druk de zijde in de breedte uit. 
(J. Versluys, Vormleer Gevorderden, $ 50, n0. 14). 
(Verg. ex. Utrecht, 1886). Luctor. 
(W. v. Roekel, Vrgst o. d, Vormleer, n®. 147). 
OPsLR0 SST NNC 

De twee evengroote gelijkzijdige AÁ zul- 
len zoo groot mogelijk zijn, als hunne hoogte 
zoo groot mogelijk is. Nu is in een recht- 
hoek de diagonaal de langste lijn, welke 
men er in trekken kan De hoogte derge- 
vraagde gelijkzijdige A/À zal zoo groot mo- 
gelijk zijn, als zij gelijk aan de halve diagonaal genomen wordt. 





Om dit te kunnen doen, moeten we eerst onderzoeken of zulks kan. 


Jij ABCD de rechthoek, waarin AB=4— a en BC=—a is. De 


diagonaal AC verdeelt Z/C in twee ongelijke hoeken. 


In AABC is BO) 5 AC want 5 AG 5 VAR 


me Vs (a, dus ZBAC ) 30°, 
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Door berekening vindt men dat /BAC = 33°41/24/,23 .…. is. 
De constructie der twee gelijkzijdige AA met A en C tot 


toppen en En AC tot hoogte is dus mogelijk. 


Nu is in AAEF de hoogte AD en AEV3= AC=—a/13 


dus ÁE aV/S0 104083 JORG Oe 
Aanteekening. De oplossing in Van Roekel, Vrgst. Vormleer 

is fout. 
457. Een vierhoek met inspringenden hoek te verdeelen in 4 ge- 
lijke deelen door lijnen uit een punt in een der zijden ge- 


trokken — en ook te veranderen in een A, waarvan gegeven 
is grondlijn en verhouding der opstaande zijden. 
(J. Versluys, Vormleer Gevord. $ 55, n®. 3.) Luctor. 


(Verg.ex. Boxmeer, 1878.) 
OnPsL 028 STENEG 
Zij ABCD de gegeven vier- 
hoek, en vereenigen wij Â met 
|C, trekken DE |} AC en einde- 
lijk CE, die AD in F snijdt, 
dan is! AAEC=AADC (gelijke 
maar AAFC=AAFC woont 
ee Taf 
N dus AAEF=ACDF 
Eendaadse ek doch vijfh. EFDCB=EFDCB 
NM aus vierh. ABCD=ABCE. 





Zij nu P het gegeven punt en nemen wij BG = ln dan is 


ABBG = ABOE. Verbinden wij nu P met G en trekken 


EH//PG en eindelijk PH, dan is 
APGH=ÁAPGE (gelijke basis en hoogte) 
maar APBG = APBG 


MEE UID 


in APBH = AEBG — ABOE ne > vierhs ABCD 


Nemen wij nu HK en KL =BH en vereenigen K en L met P, 


dan zijn ook de AAPHK en PKL = APBH = + ABOD. 
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Omdat echter L buiten den vierhoek valt, trekken wij LM//CP 
en vereenigen P met M, dan is 
APML = AMCL 
maar AMNL = AMNL 


NEEN en Sd af 
KPMN = ACNL 
en OPNCK = OPNCK Di 
du DOPMCK — APKL rn engen 


derhalve is PMDA het vierde In deel van ABCD. 


AEBC is de in een A veranderde vierhoek. Wij moeten nu 


dezen A veranderen in een met b.v. EG als basis. Daartoe 
vereenigen wij G met B, trekken uit C de lijn CH//BG, die EB 
in H snijdt en vereenigen G met H‚fdan is 
ABGH = ABGCO 
maar AEBG = AEBG 
dus AEHG = AEBC. 





Om nu AEGH te veranderen in een /, waarvan de opstaande 
zijden zich verhouden als 2 lijnen m en n,‚ beschrijft men op EG 
als basis een A met EK —= m en KG —=»n tot opstaande zijden, 
deele /EKG en het supplement van ZEKG door de lijnen KL en 
KM middendoor, beschrijve op LM als middellijn een halven cirkel, 
trekke HP//EG dan zijn EPG en EQG de AA, die aan de'gestelde 
voorwaarden voldoen, 

Bewijs. Omdat de hoeken EKG en GKS gehalveerd zijn, hebben wij : 
EL:LG=EK: KG en EM:GM=EK:GK dus EL:LG=EM: GM 
of (ER—r) : (r—GR)=(ER +7): (r + GR) of 2ER: 2r=2r: 2GR 
of ER:r=r:GR of ER:KR—=KR:GR, dus, omdat de AAERK 
en GRK den /GRK gemeen hebben zijn zij «2 en hebben wij 
ER:KR=KR: GR=EK : KG == EL: LG, 


232 


Nog is ER: PR = PR: GR dus ook AERP @ AGRP derhalve 
ER:PR= PR: GR=EP: PG=EL: LG = min. 

N.B. Voor AEQG is het bewijs soortgelijk. Wordt HP raaklijn, 
dan is er maar één A, valt HP buiten den cirkel, dan is er geen À, 
die aan de voorwaarden voldoet. Lee NN 
458. Een kubus wordt op de volgende wijze verdeeld: men be- 

schrijft uit twee overstaande hoekpunten als middelpunten 
met de helft van een lichaamsdiagonaal als straal bollen. 
Als de ribbe van den kubus a M. is, bereken dan het 
oppervlak en den inhoud van elk der deelen, waarin de ku- 
bus verdeeld is. (Lit. Math. ex. Mei 1889). 
OP-:L50NS SIEN 6: 


Lichaamsdiagonaal kubus — a}/3, dus straal bol = za3 Ri 


Door de 2 bollen worden van den kubus 2 bolsectoren afgesne- 


den, welke elk —= En bol zijn. Het oppervlak dier bolsectoren 


bestaat uit een bol A, welke — ee oppervlak bol is en 3 cirkel- 


quadranten. Zoodat 


Geheele oppervlak bolsector — Dn 


5 15 


TS a RRA me NH? 
16 


(4eR?) + 3 dl rR2) 


en _ Inhoud bolsector = Ed 








Á 4 nat 
zR3) == rR3 <= za3V 3. 
3 ) 6 6 A 


Het middenstuk is een lichaam, dat begrensd wordt door 6 platte 


en 2 gebogen vlakken. De 6 platte vlakken zijn elk — a? — ee =R?2 


en samen — 6a? — En TR2—= (6 — 5 z) a>, terwijl de 2 gebo- 


gen vlakken samen —= p(en opp. bol) = Ee „Ge R? fen nat, 
8 4 
9 3 
zoodat het geheele oppervlak —= EEA ed nti (6—r)er 
Inhoud middenstuk — kubus — 2 bolsectoren 


1 1 
US Te nd PV TN ret ANR 
a VB =(1— 3) 
459. Met hoeveel Russische coupons van f 35,40 en Hollandsche 


van /12,375 kan men f 6000 betalen. 
(Lit. Math. ex. Mei 1880). 
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Oss EROISSS TNS: 
Stel het, aantal Russische coupons —= «@ en het aantal Hollandsche 


== YY, dan heeft men de volgende onbepaalde vergelijking op te lossen 
35,40 +-12,375y —= 6000 


VEE 24000057 
A72  165y= 80000 
23 — 25 23e -— 25 
y—=485 —3 ene NELE enmet Sen HOE 
y dj 188 e 8E p dan is 


23r —=165p +25 
Lm ipod + eg Stel Ee dan is 


Efedantis g= Reh, 





2p == 23g —1 
land) Ee 
ER Stelt44 
p q + d 
p=2Wrtil, v=165r +80 en y = 256 — 472 r. 


Maar mr0 en. y 20 
dus 165r +800 en 256 —472r > 0 
en Dede en r{ 5e dus r—=0 


COA eN ee DE 


460. Van een meetkundige reeks is het verschil der eerste 2 ter- 
men p, dat der laatste 2 q,‚ de som der termen s. Hoe 
groot is de 14° term, de reden en het aantal termen ? 

Neem ná de algemeene oplossing p =18; q=11250; 
s=— 1812. 
(Lit. Math. ex. Juni 1889). 
OFPRERONS STEN Gi: 


Zijde reeks ear, dr, art", ar*—* dan isa—ar=p, 
n 


an 
ar"—* —ar"—t=gena 
Y ——— 





À —sof a(1—r) =p, ar” 8 (—r)=g 


en ar" —A)=s (r—A) of am —L—,a= q 


Betr NN er 
1 —r ri (4 —r) 
= lie Hieruit volgt: 
rd 
EE one ber n 
1 —r pret (lt —r) lr en | 
pr"-?=gq en pr" —p=—s(r—1)? 


of pr" =qr? dus ook gr2_— p= — sr? + Ars —s 
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2s p—s s 1 

DEN be es ofr= dE eV (pg Ps 
qts q—s gis q+s PLEET 

_ 
of V (pq + ps — qs) kortheidshalve = b nemende r = S sn Ë ‚ Verder is 

gts 
pee SA PAER ze Pld) ETR Gr 
KE Ti Eb ne 
AE jn gb p___ plats) 

qe 


of __n Xlog r =log q — log p + 2 log (s + b) — 2 log (q + $) 
_ log q — log p + 2log (s + b) — 2log (q + 5) 
log 7 
Nemen wij nup —=18, q—= 11250 en s—= — 7812, dan is gemak- 
kelijk te zien, dat r negatief moet zijn, omdat s negatief en {q of { 


en Nn 


het verschil van 2 op elkander volgende termen is. Wij hebben dan: 
OTE p(q +8) en n — 1°8 4—log pt2log(s—b)—2log(qts) 
qd-s q+b log r 
Hierin isb =W (pq + ps — qs) = WV (202500 — 140616 + 87885000) 
—=V 87946884 — 9378 


Pe 


s—b _ —1812— 0378 _ —47190 
ads 11250 — 7812 3438 
_P(qg+s) _ 18(11250 — 7812) _ 18X83438 _ 18_ a 
qtb 11250 + 9378 20628 6 
Eindelijk is log q —= 4,0541525 
log (s —b) — 4,2352752 (—); 
2loe (s — 5) — — 8,4705518 (+) 
12,5217043 
log p= 1,2552725 
log (q + s) = 3,5363059, 
2log (q + 5) = 0720 ETS 
8,3278843 


dus 7 logr —= 4,1938200 
of pr" —= (— 5)" —=15625 =(— 5)E derh. n =6. | 
De reeksis dus 3, —15, 4-75, —375, +1875, —9375. Z. V.S. 


INGEZONDEN NATUURKUNDIGE VRAAGSTUKKEN , 
waarvan de oplossingen gevraagd worden. 


11. Op het oogenblik, dat men een steekhevel met den vinger 
afsluit, is daarin eene waterkolom en daarboven lucht van 
760 m.M. spanning. Hoe hoog is, nadat de hevel uit de 
vloeistof genomen is, de daarin aanwezige vloeistof kolom als 
de luchtdrukking daarin nu 710 m.M. bedraagt? 

(W. H. Wisselink, Nat. Vrest. II, n°. 36). 
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ORTON Ge 

Trekt men den hevel uit de vloeistof, dan zal er zoo lang vocht 
uitloopen tot het gewicht der vloeistof kolom in den hevel, vermeer- 
derd met de spanning van de daar boven staande verdunde lucht, 
evenwicht maakt met den dampkringsdruk. De waterkolom maakt 
dus evenwicht met een kwikkolom van 760 — 710 = 50 m.M., 
de waterkolom is dus 50 X 13,6 = 680 m.M. lang, indien het 
soortelijk gewicht van kwik 13,6 is. Jeanne. 
12. Hoe komt het, dat als een fluitende locomotief ons voorbij 

snelt, de toon hooger is als de locomotief naar ons toekomt, 
dan wanneer hij zich van ons verwijdert ? 
(W. H. Wisselink, Natk. Vrgst. II, n°. 265). 

ERDELRORD EEEN G; 

Dit verschijnsel is een gevolg van de onderlinge verplaatsing van 
geluidsbron en waarnemer. De geluidsbron zendt nl. trillingen uit 
van bepaalde golflengte, afhankelijk van de toonhoogte. Verwijdert 
zich de geluidsbron van den waarnemer, dan zal elke golflengte 
in langeren tijd worden afgelegd, zoodat de trillingen in het oor 
des waarnemers elkander langzamer opvolgen, dan zij door de tril- 
lingsbron worden afgegeven. Het aantal trillingen, die zich in eene 
seconde in het oor des waarnemers opvolgen, zal dus — bij ver- 
wijdering van de geluidsbron — kleiner, de toon, die hij ver- 
neemt, lager zijn dan die, welke van de geluidsbron uitging. Nadert 
de geluidsbron tot den waarnemer zoo schijnt de toon hooger. 

Op dit verschijnsel vestigde DorPLer in 1842 het eerst de aan- 
dacht; Buys BaLLOT toonde er op den spoorweg van Utrecht naar 
Maarssen proefondervindelijk de juistheid van aan. 

(Zie Dr.J. Bosscra, Leerboek der Natuurkunde, dl. II, $ 1143), 

Jeanne. 
13. Een cilindervormig glas van 41 d.M. wijd en 1 d.M. diep is 


2 
voor za met water gevuld. In het water wordt een bol, 


waarvan ’tspec. gew. 0,8 is, gelegd, waardoor ’t water tot 

den rand van ’t glas stijgt. Hoe groot is de inhoud van den bol? 

(W.H. Wisselink, Natk. Vrgst. Il, n°. 270). (Verg. ex. ’s-Hage). 
OpDELO NS SING. 


Aanvankelijk is van het cilindervormig glas niet gevuld het 
BEE deltordeii el Xr ete ti d.M?,, Dit: ierdus gelijk 
9 3 Á 12 
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aan het volume van den bol, voor zoover deze in het water zinkt, 


Stelt men het volume van den bol d.M3, zoo is Ge L= AE 


waaruit men voor & vindt 0,327 d.M3. Jeanne. 


Ty 


14. Wat wijzen de thermometers van Celsius en Réaumur, indien 
die van Fahrenheit 44° wijst? 
(J. Versluys, Rek. Vrgst. Gev. $30, n°. 4). _(Heille 1875). 
OCPSL 0O:S 15 TENG 
44° Fahrenheit beteekent 44 — 32 — 12° boven het vriespunt; 





180° F. — 100° C. zijnde, zoo is 19 F.=-ÎÛ_x42 =6-20 G., 
18 5 
dus 440 F, = 5 C. Bovendien 180° F. — 80e R. zijnde, zoo is 
42e Riim EB Ido Ry, anst44er GEN 
18 3 3 
Jeanne. 


15. De hefboom van een veiligheidsklep van een stoomketel is 32 
c.M. lang en weegt 3 K.G. Zijn zwaartepunt is 12 c.M. van 
het steunpunt en het punt, waar hij op de klep drukt is 4 c.M. 
van het steunpunt verwijderd (steunpunt op ‘t einde). Zoo de 
belasting 15 K.G. is, hoe groote druk wordt op de klep 
uitgeoefend ? 
(J. Versluys, Rek. Vrgst. Gev., $ 30, ne 5). 
(Hoorn op Terschelling 1875). 
OP HO ts LENRG 
De hefboom is in evenwicht onder de werking van drie krachten : 
1° de belasting —= 15 K.G. (arm —= 32 c.M.); 2e de zwaarte- 
kracht — 3 K.G. (arm = 12 c.M.) en 3° de druk van de klep 
tegen den hefboom = x K.G. (arm —= 4 c.M.). Voor het even- 
wicht 1s noodig (de lezer teekene een figuur): 
+15 X3243X1L-rX4=0 of © = 129. 
De druk van den hefboom op de klep is dus 129 K.G. Jeanne. 


16. Een balkje, lang 1,4 M., breed 5 d.M. en hoog 3 d.M., 
heeft een soortelijk gewicht van 0,9 en drijft in een vloeistof, 
waarvan het soortelijk gewicht 1,05 bedraagt. Die vloeistof 
bevindt zich in een bak van 1,8 M. lengte en 0,8 M. breedte. 

Hoeveel daalt de vloeistof, als de balk er uitgenomen wordt? 
(Litt. Math. ex., Juni 1889). 
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Naer A 1 Ne, 


Het balkje (S. G. == 0,9) zinkt in de vloeistof (S. G. = 1,05) 
0,9 6 18 





het gedeelte van de hoogte in, d.i. —_ X3 = — dM, 
1,05 7 7 
Boven het horizontale vlak, dat met het grondvlak van het 
balkjd samenvalt is aanvankelijk (18 X 8-44 X 5) X Je ams 





vloeistof. 
Na verwijdering van het balkje vormt die vloeistof een parallelepi- 
pedum met een grondvlak van 18 X8dM?, dus hoog 
18 X8 —14X5) Xx 18 
BE aM LM 
18 Xx 8 28 


EE 
28 Á 
Aanteekening. Ten gerieve van den lezer volgt hier het bewijs 
van de stelling, waarmede de oplossing van dit vraagstuk aanvangt. 
Hoever zinkt een prism. balk (S.G. = 0,9) in eene vloeistof 
(S. G. = 105)? 
Zij de doorsnede D d.M?, de hoogte H d.M., dan is ’t volume 





De daling der vloeistof bedraagt dus 


D XH d.M?, het gewicht DXHX0,9 K.G. Zij de inzinking + H, 
n 
dan is het volume verplaatste vloeistof D X Er H, het gewicht 
n 


hiervan DX pe Eiso KiOe dus 
n 





Gewicht lichaam == Gewicht verplaatste vloeistof 
D XHX0,9 LEDS 
n 
dus 0,9 Jemen ra ot 
1,05 7 n 
6 


Onderwater is dus nT bovenwater — 


2) De lezer teekene een figuur om de oplossing nader toe te 
lichten. Jeanne. 





Ingezonden vraagstuk, waarvan de oplossing gevraagd wordt. 
CIV. Een A te construeeren als de basis en de bissectrises der 
basis // gegeven zijn. A. M. A. J. ten Veldhuys. 


Ingekomen vraagstukken, 
WAARVAN DE. OPLOSSINGEN GEVRAAGD WORDEN. 


XCVII. Gewijzigde opgave. Neemt men voor Wa(a+ 2) de re- 
kenkundig-middelevenredige tusschen a en a+ 2, dan is 


de fout kleiner dan 





Bewijs dat. 


(W. H. Wisselink, 4e verz. Rek. Vrgst. S 14, n®. 1). 
(De inzender van dit n®. heeft zich vergist bij het af- 
schrijven. Zie blz. 198.) 
Os BRLD: SeSaleNpGt 
De rek. middelev. tusschen a en a+ 2 is a+ 1, de meetke 
middelev. is Waat?) - 
Door Vala +2) te nemen voor at1 isdefout = KE 
EES (eH)H/ a(at9) (ar) a(at2) } 
ada V alat?) 
NAO) Ae ALLEN 2) ES 1 
Tita atie Wa 
at 1 Waat?) > 2a is. M. Simons; V. d. Wal& Verborgh ; Pz. 


omdat 





XCVIII. A en B vormen eenefirma, A legt ‚f 30000 en B f 10000 
in. Van de winst zal vooraf 49/, rente van ’t kapitaal 
uitgekeerd worden, terwijl de overige winst (of het verlies) 
gelijkelijk verdeeld (of gedragen) wordt. Als op ’t eind van 
t jaar ‚f 6000 gewonnen is, hoeveel komt A daarvan toe? 
b. Als er f 1600 verdiend was, hoeveel kreeg A dan? 
c. Als er f 1000 gewonnen was , wat kreeg A dan? d. Als 
er niets verdiend is, hoe moet dan de vereffening plaats 
hebben? e. Als er f 1600 verloren was, hoe moet dat 
verlies dan gedragen worden? Pamalon. 
(W.H. Wisselink, 4e verz. Rek. Vrgst., $ 12, n@. 2). 


OPO RS HS nl EN at 


Het gezamenlijke kapitaal van A en Bis f 40000 groot. 4°/, rente 
van de kapitalen zal vooraf uitgekeerd worden dus aan A 4/, van 
f 30000 is f 1200 en aan B 40/, van f 10000 is f 400. In het 
geheel wordt dus f 400 + f 1200 = f 1600 vooraf uitgekeerd. 

a. Er wordt f 6000 verdiend. Na uitkeering van f/ 1600 krijgt 
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A van de overige winst de helft d. i. LP 2200. 


Van de f 6000 komt A dus f 1200 + 2200 = f 3400 toe. 

b. Er is f 1600 verdiend. Na uitkeering van f 1600 is de 
overige winst 0. 

c. Er is f 1000 gewonnen. Er moet f 1600 vooraf uitgekeerd 
worden, en daar de winst slechts f 1000 bedraagt moeten ze samen 
eerst f 600 bijpassen, waarvan A de helft d. i. f 300, ” Daarna 
krijgt A f 1200. A ’s winst is dus f 1200 — f 300 —= f 900. 

d. Er is niets verdiend. A en B moeten ieder dus eerst f 800 
bijpassen vóór ze de 4%, van hun kapitalen kunnen afzonderen. 
A ontvangt f 1200 nadat hij f 800 bijgepast heeft. A ’s winst 
is dus f 1200 — f 800 = f 400. Na bijpassing van f 800 ont- 
vangt B f 400, zoodat deze f 400 verloren heeft, welke hij aan 
A moet afstaan. 

e. Er is f 1600 verloren. Om f 1600 voor de kapitalen af te 
zonderen moeten A en B ieder f 1600 bijpassen. Daarna krijgt A 
f 1200 en B f 400, zoodat A f/ 1600 — f1200—= f 400 en B 
f 1600 — f 400 = f 1200 bijpassen moet 

J. v. d.‚ Wal Hzn. en G. Verborgh. 
XCIX. a. In een gegeven cirkel een rechthoekigen À te beschrijven, 
waarvan ieder der rechthoekszijden dooreen gegeven punt gaat. 
(Dr. J. Petersen, Methoden en Theoriën, n°. 53). M. Simons. 
OFDEERO SS, IaN GG, 

De meetkundige plaats van de punten, die zoodanig gelegen zijn, 
dat de lijnen, welke die punten met de uiteinden eener vaste lijn 
AB vereenigen, elkander onder een bepaalden /P snijden, is een 
cirkelboog, waarvan AB een koorde is. 

Zij M den gegeven cirkel en A en B de gegeven punten. Ver- 
eenig A met B en beschrijf op AB een halven cirkel, dan zal deze 
cirkel M òf in 2 punten P en P/ snijden, òf in 1 punt P raken 
òf er geen punt mee gemeen hebben. Trek uit A en B lijnen 
door P en-P/ dan zullen deze cirkel M in C en D, alsmede in 
C! en D/ rijden. | 

Trek CDren C/D’ dan voldoen de rechthoekige AA PCD en PC/D’ 
aan het gevraagde. Raakt de halve cirkel op AB cirkel M in P 
dan is er maar een ACPD en heeft hij er geen punt mee gemeen, 
dan is de constructie onmogelijk. 
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XCIX. b. In een gegeven cirkel een rechthoekigen À te beschrijven 
wiens zijden ieder door een gegeven punt gaan. 


(J. Versluys, Meth. Opl. Meetk. Vrgst., $ 63, bl. 49, n°. 17). 

Volgens deze opgave zou ook de hypotenusa door een bepaald 
punt moeten gaan. Dit bepaalde punt kan alleen het middelpunt 
van den gegeven cirkel zijn. Omdat het vrgst. volgens meedeeling 
op blz. 48 aan het werkje van Petersen ontleend is, moet het verschi 
in opgave als een schrijfvergissing bij het overnemen beschouwd worden 


C. Vier werklieden A, B, C en D nemen samen een werk 
aan. Als A door B, C en D 4 dagen wordt geholpen. 

kan hij de rest in 31 dagen doen; wordt B door A, C 

en D 3 dagen geholpen, dan doet hij het overige in 46 

dagen; wordt GC door de drie anderen 5 dagen geholpen 

dan maakt hij de rest in 44 dagen af; werken eindelijk 

A, B en C 9 dagen aan het werk, dan doet D de rest 

in 21 dagen. Hoeveel dagen heeft elk hunner afzonderlij 

noodig or het werk te verrichten? 
(Benthem en Nijenhuis, 3e verz., f° st., n°. 123). Arno. 


UPE DSS IENKO, 


Werkt A 1 dag en werken alle 4 daarna mid, danis zt v/h werk af 


per B 1 DD) » > 4 D rn Pep eD A0 >» 
46 46 
Di KOT D,D D » 4 D Loi DE RE De 
Ld Ah 
DD ED MED » > 4 » ke DDAR 1 DD» 
: : 4 3 5 g 
De 4 werklieden maken samen dus in (1 +4 + + 
( 31 4 7 Ab 1 
| 1 1 193680 


dag ST Si Fi tie En oh ee) van het werk af, d. i. in 
15064 15064 

—_ ____ werk en per dag —___—_—_—_ 
94116 193680 


KÄdbtdusin4d: LA  AS004 Dor en netehi werknl sel 
31 51 103680 45 
nd 1 is Sison 


Bli pe 1 p 





94116 


van het werk. 


46 46° 193680 60 ai 
Co ip pa Aber DOO mld p vs » 72. 
44 A44 193680 72 


10 x 15064 _ 1 
12 12193680 40 
J. v. d. Wal Hzn. en G. Verborgh._ 


KEEN PRE os Hf Did D Ds He DN 
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A en B koopen samen 1500 K.G. tabak. A ontvangt 

voor een RD. 1 K.G. meer dan B, doch moet in ’t geheel 

f 15 meer betalen dan B. Als A 300 K.G. meer koopt 

dan B, hoeveel wordt dan door de beide personen per 

K.G. betaald? Rekenk. opl. laren Khen Ps 

(J. V. Disselkoen, Verz. Rek. Voorst, 8° st. (2° dr.) n®. 316.) 
ORP DOS: S IENEG, 

900 K.G. van A —= 600 K.G. van B + f 75 of 30 K.G. van A 
20 K.G. van B + 1 R.D. of 30 K.G. van A — 20 K.G. van B 
A R.D. Voor 1 R.D. krijgt men 1 K.G. van A meer dan van B. 

m dus bovenst. verschil —= O te maken vermeerderen we den af- 

rekker met zóóveel K.G., dat de verhouding tusschen aftrektal en 

ermeerderde aftrekker — het bijgevoegde getal +1: dit getal 

elf. De berekening bepaalt zich dus verder tot het opsporen van 

it getal. Daartoe merken wij op, dat 30 niet anders deelbaar is 

an door 2, 3, 5,6, 10 en 15. Het eerste verhoudingsgetal 
30 0 df, Be 30 A30 

; pig eni deni! 061 4 
3 5 6 10 15 

0, 6, 5, 3 en 2 terwijl dan het bijgevoegde getal respect. moet 

ijn 14, 9, 5, 4, Zen 1. De daardoor ontstane evenredigheden 

0:34 = 15:14, 30:29 =10:9, 30:25 =6:5, 30: 24—=5: 4, 

0:22 —=3:2Q en 30:24 —= 2:14 doen onszien, dat 5 en 4 slechts 

ebruikt kunnen worden. De prijzen per K.G. van A en B zijn dus 


































eweest zat en Ba of zn en 50 ct. of as en gap 
6 5 3 5 4 
Pi 50'en 621 ct. 
9 Pz, 
IH. Als n een geheel getal voorstelt grooter dan 2, dan is 
Vnyy/n+1). Bewijs dat. Süd. 
OP LOS SIN G. 
Als Vn) y(n +1) dan is ook 


O/n5) > pet}! di ene 
n3—n? —n)1 
n(n?—n—2) 1 
n(n—2) (n +1) D1 
Omdat n }2 is het eerste lid dezer Oniehnned »1. Hiermede 
de stelling bewezen. W.A. W. Mol. 


De Vriend der Wiskunde, IV. 18- 


GOEDE OPLOSSINGEN 


der Opgaven 441 —460, Natk. Vrgst. 11—16, XCVI—CIL, 
zijn ingezonden door: 


C.C. B. Ahorn, XCIVa 


C. Kruyt, XCIVe ós 
J. Posthumus, XCIVe Op bladz. 2041 bij te voegen. 
M. Simons, XCIVe 


G. A. Boes, 449, 451, XCVI. 
F. Brandenburg, 441, 442, 444, 447 —456, 458, 460, (456 en 
A. D. XCIX, CII. (397 niet af.) [458 met schrijffout. 
Friso, 443. 
W. Gabriëlse, 447, 448, 450, 453, 
Wi Oid. Gr 401: 
Jeanne, 452, Natk. Vrgst. 11—16. 
H. Klein, 448, 450, 454, 456. 
Kobold, 451. 
J. Kooij, 441 —443, 446—451, 453—455, 459, 
C. Kruyt, 447, 448, 450, 451, 455. 
Luctor, 456, 457. 
M. d. m., 446, 448, 450, 454, 459, Natk. Vrgst. 11, 13, 14. 
W. A. W. Moll, 442—451, 453—455, 457—459, CIL, 
L. J. Muller, 441—445, 447—457, 459, Natk. Vrgst. 11—16. 
L. Navis, Hzn., 446—448, 450, 459, XCVII. 
M. v. O., 442, 444, 446—451, 453—455, 459. 
Pamalon, 442, 448— 450, 454, 455, 459; Natk. Vrgst. 11—16 ; C, CIT. 
P. Persijn, 445, 446, 450, 451, 454, 455, 458, 459 ; Natk.Vrgst. 14, 
J. Posthumus, 441 — 444, 447, 448, 450, 451, 453—455, 408, 
(459; XCIX, CIL. 
J. Pull, 442, 445, 446, 448, 450, 451, 454, 455, 458. 
Pz., 44144, AhO— 448, 450—455, 457— 460; Natk. Vrgst. 
[11, 14—16, XCVI—CIL. 
L. Roelofsen, 442, 443, 446— 448, 450, 453—455 ; Natk. Vrgst. 
[11—15; XCVI, XCVIII, C, CIL. 
A. van Rooijen, 441, 442, 447, 448, 451, 455. 
Z. V. S., 441 —448, 450—455, 457—460. 
M. Simons, 441—455, 457, 459, (460 niet af); XCVI, XCVIL. 
W. Stoorvogel, 441 —443, 446—456, 458—460. 
J. M. Thiel, 442, 
D. A. Vermeulen, 442, 446—448, 450, 451, 453—455, 458, 
[459; Natk. Vrgst. 14, 12, 14—16; XCVI, XCOVIJ. 
V. d. Wal & Verborgh, 442—455, 457, 459, 460; Natk. Vrgst. 
[11—16, XCVII—CI. 


Blz. 202: r. ‘187staati: A dn, 11, lees (AP Jd, 
Bl 82 n°. 1 f12742 te veranderen in f 11742, 
Bij n°. 353 aan te teekenen : (Hoofdacte ex Utrecht) 
(W. H. Wisselink, Vrag. en Oef. Theor. Rek. II $ 26 n°. 29). 


OPGAVEN, 


waarvan de oplossingen vóór den 4**® Febr. 1890 franco bij den 
Redacteur A. J. vaN BREEN te Arnhem worden ingewacht. 


481. 


482. 


4853. 


486. 


In iederen vierhoek om een cirkel beschreven is de som van 
twee overstaande of van twee aanliggende zijden, waarvan 
de cirkel door de eene en het verlengde der andere geraakt 
wordt, gelijk aan de som der twee andere en omgekeerd. 

(Men verstaat hier door vierhoek het stelsel van vier wille- 
keurige rechte lijnen, die elkaar twee aan twee snijden, 
terwijl men hem omgeschreven noemt, als zijne zijden of 
hare verlengden raaklijnen aan den cirkel zijn.) P. Poot. 

Een regelmatig achtvlak drijft in ’t water, zoodat eene der 
lichaamsdiagonalen loodrecht staat op den waterspiegel. Als 


de ribbe voor de deel boven ’t water uitsteekt, wat is dan het 


soortelijk gewicht van de stof, waarvan het lichaam gemaakt is ? 
(Verg. ex. Koudum, 23 Juli 1889.) 

Wanneer op de zijden van een willekeurigen ABC buiten- 
waarts kwadraten worden geconstrueerd en de naaste hoek- 
punten dier kwadraten verbonden worden, dan ontstaan daar- 
door drie AA, wier toppen in A, B en C liggen en die de 
volgende eigenschappen bezitten. 

1. De drie AA hebben ieder denzelfden inhoud als AABC 
en zijn dus ook onderling gelijk. 

2. De basis van elken / is tweemaal zoo lang als de 
mediaan uit zijn top op de overstaande zijde van AABC 
getrokken. 

3. De mediaan in elk dezer AÀ uit den top A, Bof C ge- 
trokken , is half zoo lang als de overstaande zijde in AABC. KE. 
In een gegeven kegel den cilinder met maximum totaal opper- 
vlak te beschrijven. 

Een gelijkzijdigen A te beschrijven, waarvan de hoekpunten 
in de omtrekken van 3 gegeven concentrische cirkels liggen. 
(J. Versluys, Meth. Opl Mtk. Vrgst. $ 81, 5.) 

Een APQR te construeeren, waarvan de Z/P en Q gegeven 
zijn en de hoekpunten in de omtrekken van 8 gegeven con- 
centrische cirkels liggen, zóó dat P in den buitensten, Q in 
den binnensten en R in den middelsten omtrek ligt. 

b.d. L. & V. 
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487. Een A te construeeren, als men een hoek kent, de overeen- 
komstige hoogtelijn en de som der twee zijden om dien hoek. 
(J. Versluys, Mtk. Vrgst, v. Gev., Gem. Vrgst. n°. 40.) 


488. In een gegeven cirkelsegment een vierkant te beschrijven , zoodat 
eene zijde langs de koorde, en de uiteinden der overstaande 











zijde in den boog van het segment vallen. P. J. Moll. 
489. Is n een ondeelbaar (priem) getal, dan is 
AO LED IDEEEN X(n — 1)? — (— 1)? = n-voud. 
J. M. Thiel. 
490. Is» een getal onderling ondeelbaar (relatiefpriem) met 6, dan is: 
|P bede kdenk Sh A + (n — 1)? = een n-voud. 
IN A2 DA Det + (n — 2)? — een n-voud. 
UL ARO LEE 27 08 + (n — 1)? = een n-voud. 
TWO rr et Betr Ine + (AE) = een n-voud, 
v (AE) EE) (EEEN 


== een ”-voud. J. M. Thiel. 


491. In een cirkel M snijden 2 koorden AB en CD elkaar recht- 
hoekig in E. Bewijs, dat men heeft AB? + CD? + 4ME?—=8MA?. 
le eigenschap gaat door, als het snijpunt der koorden buiten 


den cirkel ligt. _L. J. Muller. 
492. Ineen AABC, waarvan /B =2/A, is AC? —= BC? + ABXBC. 
Bewijs. 


(Toel.ex. Rijksveeartsenijschool, 1886). W. A. W. Moll. 


493. In een rekenkundige reeks van 4 termen (eerste term — 2 
en som = 26) worden tusschen elke twee opeenvolgende 
termen p termen geïnterpoleerd. Als de som der termen der 
nieuwe reeks 65 is, vraagt men hoeveel termen geïnterpo- 
leerd zijn. 

(Lit. Math. ex., Oct. 1889). P. Persijn. 

494, Iemand koopt 2 soorten stof, samen voor f 49 , van de eerste 
soort 2 M. minder dan van de tweede. De stof van de eerste 
soort zou tegen den prijs van de tweede f 20 kosten, en de 
stof van de tweede soort tegen den prijs van de eerste f 30. 
Hoeveel M. was er van elke soort? 

(index, Gymn. Arnhem, 1889). 


495. 


496. 


497. 


498. 


499. 


500. 
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Herleid tot een vorm zoo eenvoudig mogelijk en zonder ger 
broken en negatieve exponenten. 


eed: —?2 L E 
a SXWa% BX 4-3 X(ar!b-5)® 


A X (a-Sb-5)5 xy Et X Var 

(Toel.ex. Willemsoord, 1889). | 
Tusschen twee plaatsen A en B, op een onderlingen afstand 
van 33 K.M. aan eene rivier gelegen, waarin de stroom van 
B naar A loopt, varen twee stoombooten , die in niet stroomend 
water respectievelijk 5 en 6 M. in de seconde afleggen. Zij 
vertrekken dagelijks beide op hetzelfde uur, de eene uit A 
en de andere uit B of omgekeerd, Wanneer de snelstvarende 
boot uit A vaart passeeren zij elkaar op 15 K.M. van die 
plaats, waar zal dit gebeuren als die boot uit B vaart? 
(Toel.ex. Kon. Mil. Acad., 1889, (Rekenk.)). 

Een spoortrein, een diligence en een postbode leggen dage- 
lijks den weg af van A naar B. De diligence besteedt daartoe 
2 uren minder dan de bode, en twee uren meer dan de 


trein. Indien men nu weet, dat de trein in één kwartier 


ge K.M. meer aflegt dan de bode in 1 uur, en deze laatste 


2 
in 3 uren 2 K.M. minder aflegt dan de diligence in 2 uren, 


vraagt men naar den afstand van A tot B, en de tijden 
waarin die afstand wordt afgelegd. 

(Verg. Toelex. Artillerie-Cursus, Delft, 1884). 

Het getal 30 zoodanig in 3 deelen te verdeelen, dat, wan- 
neer men het eerste met 7, het tweede met 19 en het derde 
met 38 vermenigvuldigt, de som dezer producten 745 zij. 
(Eindex. Hoogere Burgerscholen, 1880). 

Een getal is deelbaar door 6, als het cijfer der eenheden 
gevoegd bij viermaal de som der overige cijfers een veelvoud 
van 9 oplevert. Bewijs dit. 

(J. Versluys, Deelbh. en Rep. Breuken, $ 41, n®, 1) 

Als men bij een getal, dat uit een even aantal cijfers bestaat, 
een getal optelt, dat geschreven wordt met dezelfde cijfers 
in omgekeerde volgorde, dan is de som deelbaar door 11. 
Bewijs dat. 

(J. Versluys, Deelbh. en Rep. Breuken, $ 141, n°, 2.) 
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